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Allen  denjenigen,  die  die  Durchführung  vorliegender  Untersuchung 
gefördert  und  mir  erleichtert  haben,  drücke  ich  an  dieser  Stelle  meine 
tiefe  Dankbarkeit  aus,  und  vor  allem : 

Herrn  Prof.  Dr.  E.  Meissner  für  seine  wertvolle  Unterstützung  und 
die  Geduld,  die  er  mir  entgegenbrachte  während  der  Entstehung  dieser 
durch  mehrere  Mobilisationsperioden  und  die  Ausübung  meines  Berufes 
einige  Jahre  verzögerten  Arbeit. 

Herrn  Prof.  Dr.  A.  Stodola  für  die  Anregung  zu  vorliegender 
Arbeit  und  das  fürsorgliche  Interesse,  mit  welchem  er  während  meiner 
Assistenzzeit  und  meiner  späteren  Tätigkeit  auf  meine  Entwicklung 
leitend  einwirkte. 

Herrn  Prof.  F.  Schule,  Direktor  der  Eidgen.  Festigkeitsanstalt,  für 
die  Überlassung  der  grossen  Rechenmaschine  seines  Laboratoriums,  und 
für  seine  Liebenswürdigkeit. 

Herrn  Prof.  Dr  J.  Franel  für  die  stete  Aufmerksamkeit,  mit  der 
er  meinen  Studiengang  verfolgte. 

Meinen  beiden  Brüdern,  den  Herren  Ch.  und  J.  Dubois,  für  ihre 
Unterstützung  bei  einem  Teil  der  numerischen  Berechnungen. 
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Einleitung. 


Das  Elastizitätsproblem  für  die  dünnwandige  Kegelschale  läuft  auf 
die  Integration  der  zunächst  von  Love*)  angegebenen  elastischen  Glei- 
chungen hinaus.  Die  ersten  Lösungen  (Stodola,  H.  Keller)  **)  benutzten, 
nach  klassischer  ^lethode,  als  Unbekannte  die  zwei  Deformationskompo- 
nenten, welche  durch  zwei  Differentialgleichungen  zweiter,  resp.  dritter 
Ordnung  zusammenhängen.  Diese  sind  komplizierter  Natur,  so  dass  ihre 
Integration  nur  durch  verwickelte  Reihenansätze  (Stodola)  oder  Differenz- 
verfahren (Keller)  durchführbar  ist,  und  die  Erzielung  numerischer  Re- 
sultate stösst  schon  in  ganz  einfachen  Belastungsfällen  auf  erhebliche 
rechnerische  Schwierigkeiten.  ***) 

In  dem  verwandten  Falle  der  Kugelschale  hat  Reissnerf)  gezeigt, 
dass  die  gleichzeitige  Anwendung  von  Deformations-  und  Spannungs- 
variablen eine  eigentümliche  Symmetrie  der  Gleichungen  hervorbringt, 
ohne  jedoch  die  fundamentale  Bedeutung  dieser  Transformation  aufzu- 
decken. Es  gebührt  E.  Meissner  ff)  das  Verdienst,  den  Zerfall  der  zwei 
Hauptdifferentialgleichungen  bei  Einführung  passender  Deformations-  und 
Spannungsveränderlichen  systematisch  und  ganz  allgemein  für  die  Ro- 
tationsfläche mit  konstanter  und  variabler  Wandstärke  begründet  zu  haben. 
Meissner  hat  festgestellt,  dass  dank  der  Symmetrie  der  zwei  Hauptglei- 
chungen zweiter  Ordnung,  ihre  Eliminationsgleichung  vierter  Ordnung 
sich    in  zwei  konjugierte  zweiter  Ordnung  spaltet ;    dass   letztere  sich  in 


♦)  H.  Love.    Treatise,  on  the  Theory  of  Elasticity.    Cambridge  1906.    Deutsch 
von  Timpe,  Leipzig,  Teubner  1907. 

**)  A.  Stodola.    Die  Dampfturbinen.   4.  Aufl.  Berlin,  Springer  1910.    H.  Keller. 
Berechnung  gewölbter  Platten.    Diss.  techn,  Hochschule  Zürich ;  veröffentlicht  in    den 
Mitteilungen  über  Forschungsarbeiten.     Berlin   191 2. 
*♦*)  Stodola,  Loc.  cit.,  Seite  601-^603. 

+)  Reissner,  Spannungen  in  Kugelschalen,   Müller -Breslau -Festschrift.  Leipzig. 
Kröner   19 12. 

tt)  E.  Meissner.  Das  Elastizitätsproblem  für  dünne  Schalen.  Physika!.  Zeitschr, 
14.  Jahrg.  1913.  Seite  343 -f  349.  E.  Meissner.  Über  Elastizität  und  Festigkeit 
dünner  Schalen.   Vierteljahrsschrift  der  Naturf.  Gesellschaft  Zürich.  191 3    Seite  23  -f  47. 
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einigen  wichtigen  Fällen  (Kugel,  Kegel)  auf  bekannte  Typen  zurückführen 
lassen  (hypergeometrische  Form  und  Besselsche  Form). 

Ziel  der  vorliegenden  Abhandlung  ist  die  Ausarbeitung  für  die  Kegel- 
schale der  von  Meissner  angegebenen  Lösung  zu  Formeln  und  nume- 
rischen Resultaten,  und  ihre  Anwendung  auf  praktische  Beispiele,  die 
den  tatsächlichen  Verhältnissen  des  Maschinenbaues  entsprechen. 

Da  diese  Arbeit  sich  in  erster  Linie  an  technische  Kreise  wenden 
dürfte,  haben  wir  von  den  von  Meissner  benutzten  Loveschen  Bezeich- 
nungen Abstand  genommen,  und  uns  denjenigen  von  Föppl*)  ange- 
schlossen, mit  welchen  die  Praxis  besser  vertraut  ist,  und  die  sich  in  der 
klassischen  technischen  Literatur  eingebürgert  haben. 


^)  Föppl.  Vorlesungen  über  technische  Mechanik.  Bde.  III  u.  V.  Leipzig,  Teubner. 


Kapitel  i. 

Ableitung  der  zwei  Hauptdifferentialgleichungen 
und  allgemeine  Integration  derselben. 


§   I.    Bezeichnungen  und  Annahmen. 

Wir  führen  folgende  Bezeichnimgen  ein : 
u     =  Ergänzungswinkel  zum  halben  Spitzenwinkel  des  Kegels. 
h     ■=■  ganze  Dicke  der  Kegelschale. 

X     =  Länge  der  Erzeugenden,  von  der  Kegelspitze  aus  gemessen. 
r     ■=  X  cos  a  =  Halbmesser. 
cp     =  Breitenwinkel. 

Das  Element,  das  zur  Aufstellung  der  Grundgieichimgen  aus 
der  Kegelschale  herausgegriffen  wird,  ist  begrenzt  durch: 
2  koaxiale  Kegel,  deren  Mantelflächen  um  die  Dicke  h  von  einander 

abstehen, 
2  durch  die  Endpunkte  der  Erzeugenden  x,  bezw.  x  -\-  d x  hin- 
durchgehende Normalkegel  zu  den  vorigen. 
2   Meridianebenen,  die  unter  sich  den  Zentriwinkel  dcp  einschliessen. 
Durch  den  geometrischen  Mittelpunkt  o  des  Elementes  werde 
ein  rechtwinkliges  dreiachsiges  Koordinatensystem  gelegt 
O  X  ■=  Richtimg  der  Erzeugenden,  von  der  Kegelspitze  nach  der  Kegel- 
öffnung hin  positiv  gerechnet. 
oy  =  Richtung  der  Tangente  am  Parallelkreis  durch  o,    Sinn    beliebig. 
oz  =  Richtung  der  Normalen  zu  der  die  Dicke  h  halbierenden  Mittel- 
fläche, im  Sinne  von  dem  Äusseren  nach  dem  Inneren  des  Kegels 
positiv  gerechnet. 

Vorausgesetzt  wird,  dass  die  Dicke  h  klein  ist  im  Vergleich 
mit  den  übrigen  Dimensionen  der  Kegelschale,  so  dass  A  als  von 
der  gleichen  Grössenordnung  wie  die  Elemente  dx  und  rd^  an- 
gesehen werden  darf. 
Über  die  Vorzeichen  der  Normal-  und  Tangentialspannungen  gelten 
im  folgenden  die  üblichen  Vereinbarungen.  *) 

*)  Föppl.  Vorlesungen  über  technische  Mechanik;  Leipzig,  Teubner.  Band  IQ. 
§  4,    Seite   i8,  zweiter  Absatz. 


§   2.    Ableitung  der  Grundgleichungen. 

a)  Der   Deformationszustand. 

Die  Deformation  wird  gekennzeichnet  durch  die  Verschiebung  ^ 
eines  Punktes  der  Kegelmittelfläche  in  Richtung  der  Erzeugenden,  und 
^  senkrecht  dazu. 

^  von  der  Kegelspitze  nach  der  KegelöfFnung  positiv  gerechnet, 
^  von  dem  x\usseren  nach  dem  Inneren  des  Kegels    >  > 

Das  Elastizitätsproblem  für  Kugel-  und  Kegelschalen  ist  an  andern 
Orten*)  wiederholt  behandelt  worden,  so  dass  wir  hier  die  Deformations- 
und Gleichgewichtsgleichungen  nur  anzugeben  brauchen. 

I.  Spezifische  Dehnung  nach  der  ,r- Richtung  für  eine  Faser  im 
Abstände  z  von  der  Kegelmittelfläche : 

Mit 

e^o  =  Dehnung  in  der  Kegelmittelfläche  (Nullfaserschicht), 

dt 
1?-   29  -r-  =  Neigungswmkel  der  Tangente  «m  die  elastische  Meridianlinie 
dx 


gegen  die 

;r-Achse, 

mrd 

(I) 

^''o         dx' 

dH       d^ 
dx"-  ~  dx 

und  somit: 

(2) 

£x  =  t,. 

dd- 
d  X 

2.  Spezifische  Dehnung  nach  der  Umfangsrichtung  {y)  für  eine  Faser 
im  Abstände  z  von  der  Kegelmittelfläche : 

^    ^1  — ^"tang«        z  d'Q 
^  X  X  dx 


*)  Siehe  u.  a. 
A.  Stodola,     Die  Dampfturbinen.     4.  Aufl.     Berlin.     Springer   19 10.     S.  599. 
E.  Meissner.     Das  Elastizitätsproblem  dünner  Schalen  etc.    Physikal.  Zeitschr.   1913. 

S.  343/349- 

*♦)  Stodola.     Loc.  cit,    Seite  599.     Gleichung  (8). 
♦*♦)  Ebenda.     Seite  599.     Gleichung  (9). 
Der  Winkel  a  ist  bei  Stodola  in  entgegengesetztem  Sinne  abgetragen  als  bei  Meissner 
und  hier.     Damit  ist  eine  Verschiedenheit  im  Vorzeichen  verknüpft. 


Wegen  der  Beziehung 

(3)      e^^-^'i^'" 

=  Dehnung  in  de 

folgt: 
(4) 

b)  Der  Spannungszustand. 

Auf  die  zur  Erzeugenden  normal  gestellten  Begrenzungsflächen  des 
Elementes  wirken: 

1,  Normalspannungen  öx  nach  der  ;r-Richtung. 

2.  Schubspannungen  x  nach  der  j^-Richtung. 

Auf  die  beiden  Meridiangrenzebenen  des  Elementes  wirken  nur 
Normalspannungen  Oy  nach  der  ^-Richtung;  Schubspannungen  treten 
hier  wegen  der  Kreissymmetrie  der  Schale  nicht  auf. 

Es  bezeichne 
Ox  >  bezw.  Gy^  den  Wert  von  Gx  bezw.  Gy  in  der  Nullfaser  (für  ^;  =  o), 
Gxzi  bezw.  Gyz  den   Anteil    von  Gx  und  Gy,    der   mit    dem    Abstände  z 
von  der  Kegelmittelfläche   abhängig  ist. 

Gx  und  Gy^  sind  reine  Zugspannungen,  Gxz  und  Gy^  dagegen  reine 
Biegungsspannungen,  und  es  ist  im  Abstand  z  von  der  Mittelschicht  der 
Spannungszustand  gegeben  durch 

Das  Hookesche  Gesetz  liefert,  bei  Abwesenheit  von  Normalspan- 
nungen in  2:-Richtung,  die  Beziehungen : 

I  E 

(6)  j  oder  ^ 

^y^ß  (^y  —  ^^^)  ^y  =  ^  _  ^2  (*y  +  ^^^) 

^  ist  das  Elastizitätsmodul  des  Materials,  p  der  reziproke  Wert  der 
Poissonschen  Zahl  m.  Für  die  meisten  Metalle  schwankt  p  in  der  Nähe 
von  0,3. 

Spezialisiert  man  die  Relationen  (6)  für  die  Zug-  und  für  die 
Biegungsspannungen,  so  folgt,  mit  (5),  (2)  und  (4): 


E 


(7)  E 


und 

(8) 

—  Et» 


wobei,    wie  auch  im   folgenden,    die    Ableitungen    nach  x    mit  Strichen 
angedeutet  werden. 

c)  Die  Gleichgewichtsgleichungen. 

Die  auf  das  Element  wirkenden  äusseren  Kräfte  lassen  sich  zu 
einer  Einzelkraft  und  einem  Kräftepaar  zusammenfassen,  welche  aus 
Symmetriegründen  beide  in  der  ;r-2r-Ebene  liegen  müssen. 

Die  Einzelkraft  habe  in  ;r-Richtung  die  Komponente  X-rdcp-dx, 
in  5-Richtung  die  Komponente  Z-rdcp-dx. 

Dem  Kräftepaar  entspreche  ein  Moment  vom  Betrage  3JJ  •  rdcp  •  dx. 
X  und  Z  =  die  pro  i  cm^  der  Kegeloberfläche  bezogene  meridionale, 
bezw.  normale  Komponente  der  äusseren  Kräfte  (Flüssigkeitsdruck, 
Massenkraft,  etc.). 

3J?  =  pro  I  cm^  Kegeloberfläche  bezogenes  Moment  der  äusseren 
Kräfte.  (Z.  B.  Moment  der  exzentrischen  Fliehkraft  seitlich  angesetzter  Tur- 
binenschaufeln etc.) 

X  von  der  Kegelspitze  nach  der  Kegelöffnung  positiv  gerechnet. 
Z  von  aussen  "nach  innen  positiv  gerechnet. 

3JJ  im  Drehsinne  von  der  -f"  ^-Achse  gegen  die  -f-  ;r-Achse  positiv 
gerechnet. 
Sodann  lauten  die  Gleichgewichtsbedingungen : 

1.  Verschwinden  der  Komponentensumme  in  Richtung  der  Erzeugenden  *) 

(9)  ^  {hx  a^)  —  hGy^  +  xX=o. 

2.  Verschwinden    der    Komponentensumme    in  Richtung   der  Normalen 
zur  Kegelmittelfläche 


♦)  Stodola.     Loc.  cit.     Seite  598.     Gleichung  (4). 


(lo)  -z-  (JixT)  +  hGy\^r\.%a  -\-  x Z  =  o. 

3.   Momentengleichung  für  eine  zur  mittleren  Meridianebene  senkrechte 
Achse  *) 

^^  ^^  7x  ("^^^'^^^max)"-  '^'^y-max  —  6 /^;r  r  +  6  ^9)J  =  o , 

k 

2  =  -\ auftretende  höchste  Biegungsspannung 

a^^  =: i7     -l-  /;—    _      bezw.    (7„,  =  r    |/i7     H 

^^max  I   _  ^/2  \^         ^       ;r/  2  ^^'"»^  I   —  ^2  \^  ~  ;ir/  2 

bedeutet. 

Durch  Elimination  von  a^^  zwischen  (9)  und  (10)  entsteht**) 

(12)  %m.a-j-{hxOx^  -\-  cos  a -r-  {hxt)  4-  ;f(^sin« -}- Zcosa)  =  o. 

Dieser  neuen  Gleichung  kommt  eine  einfache  mechanische  Bedeu- 
tung zu  ***) :  sie  drückt  aus,  dass  die  ganze,  von  zwei  beliebigen  Abszissen 
Xo  und  X  abgegrenzte  Kegelzone  im  Gleichgewicht  ist.  Gleichung  (12) 
lässt  sich  sofort  nach  x  integrieren  und  ergibt : 

(13)  smaxG^c^-]- COS axr  = — > 

wobei  unter  F{x)  das  Integral 

;r(^sina  -\-  Z cos  a)dx 

xo 

verstanden    ist,    dessen    untere  Grenze  Xo  durch    die    spezielle  Art    des 
einzelnen  Belastungsfalles  vorgeschrieben  wird. 

Als  Gleichgewichtsbedingungen  können  wir  also  statt  (9),  (10)  und 
(11),  nunmehr  (9),  (11)  und  {13)  benutzen. 


*)  Stodola.     Loc.  cit.     Seite  598.     Gleichung  (3). 

Vorzeichenverschiedenheit   zwischen  Stodola  und  hier,  siehe  Fussnote  ***) 
auf  Seite  3. 
**)  Meissner.   Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  Zürich.  Jahr- 
gang 60.     191 5.     Seite  26. 

***)  Stodola.     Loc.  cit.     Seite  598,  Gleichung  (5) ;  ferner  Meissner.     Loc.  cit. 


§  3-     Die   Umformung  der  Grundgleichungen. 

Das  elastische  Problem  für  die  Kegelschale  läuft  auf  die  Bestim- 
mung der  fünf  Spannungen  Gx^,  Oy^,  r,  <^a;a^ax»  ^y^m&x^  ferner  der  zwei 
Verschiebungskomponenten  ^  und  ^,  hinaus. 

Als  erste  Unbekannte  wird  der  Winkel  d^  gewählt*),  den  die  Tan- 
gente an  den  deformierten  Meridian  der  Mittelfläche  mit  der  x-Achse 
einschliesst. 

Als  zweite  Unbekannte  wird  eine  Spannungsvariable  eingeführt,**) 
Im  Falle  der  Kegelschale  empfiehlt  es  sich,  als  solche  die  Grösse 

!f  =  y 

h 

zu  verwenden,  weil  dadurch  die  Formeln  besonders  symmetrisch  werden. 

Mittels  der  Unbekannten  i?-  und  V  lassen  sich  die  Spannungen  und 
die  Verzerrungen  in  einfacher  Weise  ausdrücken. 

Mit  Gx  "=  —V  geht  Gy^  in  Abhängigkeit  von  V  aus  Gl.  (g),  femer 

t  aus  Gl.  (13)  hervor,    und  es    gilt    zur    Bestimmung   der   gleichmässig 
verteilten  Spannungen  das  System 

ix  ^=  —  y 
"        X 


(15) 


hV         Fx 

T  =  —  tanga -. 

X        hxcosa 


Die  Biegungsspannungen  ergeben  sich  unmittelbar  aus  dem  früheren 
System  (8) 


^      '»■^ri)" 


(8) 


I  V^\  XJ  2 


I  —  v^\  X    2 


^y-max  =  — T ^21'^'^'  +  -) 


♦)  Meissner.     Physikalische  Zeitschrift,   1913 ;  Seite  344. 
**)  Meissner,      ibid.       Man   beachte,    dass   V   die   Dimension   eine    Spannung 
(kg/cm2)  besitzt 
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Schliesslich  folgen  aus  (i),   (3)  und  (7)  die  Verzerrungen  zu: 

/x 
(16) 

In  (15),  (8)  und  (16)  ist  die  Dicke  A  als   Funktion  von  x  einzusetzen. 

Die  Bewältigung  der  Aufgabe  hängt  mithin  von  der  Kenntnis  von 
1^  und  V  ab,  zu  deren  Ermittelung  wir  zwei  Differentialgleichungen  auf- 
zustellen haben. 

Eine  erste  Differentialgleichung  entsteht  sofort,  wenn  man  in  die 
Momentengleichung  (11) 

(I I)  ^  {xk^o^^^J  -  h^o,.^^-  bhxr^-  bxm 

die  Werte    für    Oxz^^^^^  ^y^max  ^^^  ^  ^^^    ^^^    soeben    angeschriebenen 
Systemen  (15)  und  (8)  einsetzt.     Es  folgt: 

_  bkx\—t^nga--'  F— -r-^^1  =  —  bxm 
L  X  hxcosa\ 

und  sodann  lautet  die  erste  Differentialgleichung  zwischen  den  Haupt- 
variablen  1?^  und  V: 

V  tan.«  V_^2{i-v^)F{x)       12(1  -v^)       Wl 
Xtang«^-— ^^^^—^3-  + x~- 

Die  zweite  Differentialgleichung  wird  gewonnen,  indem  man  den 
Zusammenhang  (sogen.  Kompatibilitätsbedingung)  zwischen  der  Deforma- 
tionsvariablen ^  und  der  Spannungsvariablen    V  zum  Ausdruck  bringt. 

Infolge  der  Relationen 


dx 


dx  '  "^«' 


X 


sind  Ox^,  Gy^  Funktionen  der  gleichen  Urvariablen  £,  Q,  Sie  müssen 
also,  ausser  den  schon  erfüllten  statischen  Gleichungen  (9)  und  (13), 
noch  durch  eine  weitere  Beziehung  rein  anal}'tischer  Natur  verknüpft  sein, 
welche  ihre  funktionelle  Abhängigkeit,  und  mithin  die  Befriedigung  des 
Elastizitätsgesetzes  ausspricht. 

Die  ge)Ä-ünschte  Beziehung  entsteht  dadurch,  dass  man  mittels  obiger 
Gleichungen  ^  und    'Q  zwischen  g^    und  Gy    eliminiert. 

Mit    '^—ie^^dx  (i),  folgt  aus  (3): 

■"^^vo  ~~  ]^^o^'^  +  ^tanga  =  o. 


Nach  X  abgeleitet,  gibt  diese  letzte  Gleichung  wegen  ^'  =  J : 

d_ 
dx 


^yo  +  ^-Zn.  ^vo  —  ^'o  +  '^tanga  =  o. 


Drückt  man  hierin  die  Dehnungen  Sx^,  £y^  mittels  (7)  in  den  Spannun- 
gen Gx^,  Gy^  aus,  so  erscheint  die  gesuchte  Kompatibilitätsbedingung 
zwischen  den  Spannungen : 


;^Ko  — >'^-o)  +  ^^-;£^(<^yo  — "^-o)  — ;£^(<^-<,  — ^^y.)  +  '^t^g«  =  o• 
Diese  Bedingung  liefert  sogleich  die  zweite  Differentialgleichung  des 
Problems  durch  Einsetzen  der  Spaimungenwerte  (15)  für  Oxo  und  Oyo  in 
Funktion  von    V.     Es  wird: 


X 
X 


und  nach  Ordnen  der  linken  Seite  nach  V  und  seinen  Ableitungen  erhält 
man  die  andere  Hauptgleichung: 
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(I) 


4-    Integration  der  zwei  Hauptdifferentialgleichungen. 
Mit  den  abkürzenden  Bezeichnungen 

i  h'\ 

ö.(.)=-|i-(.-f.)4-..^gj-..^g)' 

,12(1  —  v^)  ^ 

C]^-=  -\ ^-= tanga  ;     (:2  =  —  litanga 

12(1   -  V'')F{X)     ,     12(1— ^'2);r9}l 
cp{x)   = 


£cosa       h^  E  h^ 


gewinnen  die  zwei  Hauptdifferentialgleichungen  die  übersichtlichere  Gestalt: 

(I)  xr  +  p,  {x)  ,r  +  öl  {x)  ^-c,-^^cp{x) 

(II)  X  V"  +  P2(^)  V  4-  Ö2  w  —  -  ^2  7  =  v^(^) . 

Man  erhält  die  vollständigen  Integrale  d^  und  F  des  Systems  (I) 
und  (II),  indem  man  zu  je  einem  partikulären  Integral  dieses  Systems 
die  allgemeinen  Integrale  in  1^  und  V  der  (I)  und  (II)  entsprechenden 
homogenen  Gleichungen  addiert. 

Wir  werden  uns  in  erster  Linie  mit  der  Integration  des  homogenen 
Systems  zu  befassen  haben. 

Die  Funktionen  P{x)  und  Q{x),  welche  in  (I)  und  (II)  als  verän- 
derliche Koeffizienten  auftreten,  sind  von  der  Natur  des  für  die  vor- 
liegende Kegelschale  geltenden  Dickengesetzes,  h  =f[x),  abhängig.  Wir 
beschränken  uns  von  vornherein  auf  diejenigen  Fälle,  in  welchen,  durch 
eine  passende  Wahl  des  Dickengesetzes,  die  Gleichungen  (I)  und  (II) 
eine  besonders  einfache  Form    annehmen,    die    eine  Integration    zulässt. 

I.  Das  hyperbolische  Dickengesetz: 

Die  Veränderlichkeit  der  Dicke  mit  des  Abszisse  sei  durch 

(2)  Ä  =  i);f ~*,  ^  =  Konstante 


II 

gegeben,  wobei  der  Exponent  k  irgend  einen  reellen  Wert  besitzen  darf. 
Es  wird  dann : 

^^^     Qx{x)  =  -  {i  -^  ^kv)  =  g,;  Q^  =  —  {i  -^  kv  —  2 k^)  =  g^ 


^:-r;  K, 


und  die  homogenen  Gleichungen  (I)  und  (II)  gehen  über  in : 


(4)  xr  -\-  p,^'  ^  g,-^  —  K^x^V  =^  o. 

(5)  X  V"  -f  A  F'  +  g,  ^—  K.x'^d-  =  o, 

wobei  die  Koeffizienten,  p,  g,  auf  der  linken  Seite  sämtlich  konstant 
sind,  so  dass  wir  auf  einen  wesentlich  einfacheren  Gleichungstypus  zu- 
rückgeführt werden. 

Durch  Elimination  einer  der  beiden  Variablen  zwischen  den  zwei 
Gleichungen  lässt  sich  das  System  (4)  (5)  leicht  mittels  folgender  Reihen- 
ansätze integrieren. 

i  =  0  i  =  0 

wobei  die  Anfangsexponenten  ^n  und  n  ']Q  eine  der  vier  Wurzeln  nti, 
m^,  m^,  fn^,  resp.  «1,  «2»  -^a»  «4  der  der  zugehörigen  SchlussdiflFeren- 
tialgleichung  vierter  Ordnung  entsprechenden  determinierenden  Gleichung 
vierten  Grades  *)  sind. 

Besitzt  der  Exponent  k  des  Dickengesetzes  einen  der  zwei  Sonderwerte 

k  =  o  (Schale  konstanter  Dicke) 

^  =  —  V  (Schale  mit  von  innen  nach  aussen  in  besonderer  Weise 
zunehmender  Dicke), 
so  wird : 

Pi  =  p2 .  ^1  =  ^2 . 

und  es  gehen  die  linken  Seiten  in   (4),   (5)  zum  Teil   ineinander   über. 


*)  Die  determinierende  Gleichung  vierten  Grades  zerfällt  hier  in  ein  Produkt 
von  zwei  solchen  zweiten  Grades. 
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Es  ist  dann  die  von  Prof.  Meissner*)  aufgestellte  «Zerfallsbedingung» 
erfüllt  und  die  Schlussgleichung  vierter  Ordnung  zu  zwei  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  reduzierbar.     (S.  weiter  unten.) 

2.  Das  parabolische  Dickengesetz. 

Wir  untersuchen,  unter  welcher  Bedingung**)  in  den  zwei  Haupt- 
gleichungen 

(I)     ^r'+ji  +  3^f{^'-ji-3^^^{^  -c,j^:=cp{x) 

h'\ 


(II)  ;.F"  +  ji  +  3;.^jj^'- 


'\2 


die  entsprechenden  Klammerausdrücke   auf  linker  Seite  einander    gleich 
sind.     Dafür  muss: 

(7)  I  -  3^^^  =  I  -(2  +.)^--2^2(^_j-2^^(^- 

sein.     Nach  Umformung  geht  (7)  über  in : 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Bedingungsgleichung  ist: 

(9)  h  =^  ax*'  -\-  b  a,  b:  Integrationskonstanten. 

Dieses  neue  Dickengesetz  ***)  enthält  als  Sonderfälle  die  beiden  frü- 
her besprochenen,  nämlich : 

Ä  =  o         h  ■=  b:        konstante  Dicke. 
(10) 

b  ■=  o         h  =  ax^ :  hyperbolisches  Gesetz  mit  k  =  —  v. 

Unter  Zugrundelegung    von  (9)    und    Einführung    des    Differential- 
operators Z(  ),  definiert  durch 

.     .    L{)     d\)     /     ^  ax''    \i    d{)     (  2     ^^M  I  /N 


*)  E.   Meissner.      Über  Elastizität   und   Festigkeit   dünner   Schalen.     Viertel- 
jahrsschrift der  Naturforschenden  Gesellschaft  Zürich.    1915.     S.  29  und  fF. 
**)  Meissner,     Loc.  cit. 
***)  Meissner.    Vierteljahrsschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  Zürich.  19 15. 
Dort  ist  diese  Frage  ganz  allgemein  für  die  Rotationsfläche  und   im  besonderen  für 
den  Kegel  (Seite  39)  behandelt. 


13 


nehmen  die  beiden  Hauptgleichungen  folgende  Gestalt  an: 

I 

h 

I 


(12)  L{P)-c,\v=cp{x) 


(13)  Z(F)-r   '^  =  ^W. 


Die  Substitution*) 

(14)  ^  =  p  t/,  p  =  Konstante ;    —  =.  c^q 

(15)  n=-l/ti=-,-^^-"^") 


gestattet  die  Verschiedenheit  der  Konstanten  Ci  und  C2  im  ersten  Gliede 
in  (12)  und  (13)  zu  beseitigen  und  verleiht  diesen  Gleichungen  die  sehr 
symmetrische  Form : 

{16)       L{[/)  —  tx-j'V=fp{x)\  z  =  tang«2>/3(i  —  v^) 

I 

)  mit 

(17)  L{V)~zx.j^-l/=  W{x)\i         ^^{x)  =  'P{xy,rp{x)^W{x) 

Die  Elimination  einer  der  beiden  Unbekannten  ist  nunmehr  grund- 
sätzlich vermeidbar,  indem  man  (16)  und  (17)  subtrahiert,  bezw.  addiert 
und  die  zwei  Hilfsvariablen : 

(18)  ^7— F=^;         t/-fF=8 
einführt.     Es  entstehen  dann  die  zwei  Diflferentialgleichungen 

(19)  ^  +  ,-x|"'2)  =  ^[^(^)-'/V)] 

(20)  ^  -  iy.  j~'^='-  m^)  4-  '^l^)] 

welche  bloss  noch  eine  einzige  Unbekannte  enthalten.  Statt  der  Schluss- 
gleichung  vierter  Ordnung^  auf  welche  das  System  (I),  (II)  hinaus- 
läuft,  braucht  nur   eine   solche   zweiter  Ordnung  gelöst  zu  werden. 


*)  Meissner,     Physika!.  Zeitschrift,   1913.  S.  345.  Gl.  (13)  und  S.  348. 
**)  Der   Quadratwurzel   wird  das  Minuszeichen   beigelegt,    damit   die  Faktoren 

—  z=c^q-=:-\-i%,  femer  der  Endausdruck  für  t?  positiv  werden. 
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Im  Falle  der  konstanten  Dicke  (^  =  o,  /^  =  Konstante)  lauten  die 
(19)  und  (20)  entsprechenden  homogenen  Gleichungen: 

^2®    ,    I  ^®    ,    /  ,     .,       ,         I 


K  =  -r  =  Konstante. 

Ihre  Lösung  führt  auf  Zylinderfunktionen  zurück. 

Die  beiden  Zylinderfunktionen  Jn{s)  und  Yn{s)  vom  Modul  n  in 
dem  Argument  s*)  sind  partikuläre  Integrale  der  homogenen  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  (Besselschen  Gleichung)**) 

Jn{s)  =  Zylinderfunktion    erster   Art  oder    Besselsche    Zylinderfunktion. 
Yn{s)  =  Zy linder funktion  zweiter  Art  oder  Neumannsche  Zylinderfunktion. 
Die    Theorie    der    Zylinderfunktionen    zeigt,    von    der    Besselschen 
Gleichung  ausgehend,  dass  die  Differentialgleichung***) 

das  vollständige  Integral 

(24)    ^  =  Ax^-e^'^'jnißxy)  +  Bx^-e^""^ Yniß^^) ;    ^ und ^  =  Konstanten 
besitzt. 

Die  Form  der  Gleichung  (21)  kann  mit  Gl.  (23)  identifiziert  wer- 
den, wenn  wir 

a  z=  o  ;         S  =  e  =  o  ;  ß'^-f  =  -\-  iX;  y  =.  -\  n^y^  =  i 

wählen;  hieraus  folgt 

I 


(25)       n  =  2;     y  =  -;     ß^  =  i^il,  ß  = -\-V2^a  =  {i  +  t)V2l, 


2 

wobei  der  Quadratwurzel  für  ß  das  positive  Vorzeichen  beigelegt  wird. 
Gl.  {22)  lässt  sich  in  genau  gleicher  Weise  in  (23)  überführen,  indem 
man  statt  ^  =  (i  -f  /)|/2l  jetzt  ß  =  {1  —  i)  ^2!  setzt. 

*)  Nielsen,  Handbuch  der  Theorie  der  Zylinderfunktionen.  Leipzig.  Teubner,  1904. 
**)  Nielsen.     Loc.  cit,     Seite  3 — 12. 
***)  Nielsen,     Loc,  cit.     Seite   133.     Gleichung  (2), 
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Das  vollständige  Integral  von  (21)  ist  dann,  gemäss  (24) 

(26)  1:  =  AM(i  +  t)V^l^)  +  BY2{{i  +  0  V^IX^). 

Wegen  der  Komplexität  des  Argumentes  wird  die  Funktion  ^  als  kom- 
plexe Verbindung  reeller  Funktionen  erscheinen,   so  dass 

{2-])     %  =  A{Tx  4-  2/2)  4-  B{Ii  -\-  ili)         A  und  B  =  Konstanten 

zu  setzen  ist.  Beachtet  man,  dass  die  Gleichung  {22)  für  S  aus  der- 
jenigen (21)  für  5)  durch  Vertauschung  von  -)-  ^  g^o^^  —  ^  hervorgeht, 
so  folgt  unmittelbar : 

(28j     S  =  Ci/i  —  ili)  -{-  D{Is  —  i/i)  C  und  D  =  Konstanten. 

Aus  (27)  und  (28)  erhält  man  mit  Bezug  auf  (18)  durch  Addition 
und  Subtraktion 

„      S^^      A-\-C  ^    .    .A—C^    ,   B^D  ^    ,    .B-D  ^ 

U  = —  = ; —  /i  -h  ^ ; —  h  H ; —  h  H-  i ; h 

22  22  2 

2  2  2  2  2 

Führt  man,    statt   der  bisherigen,    die   neuen  Integrationskonstanten 

C—A        „            .C-rA        _       D  —  B_               .D  ^  B  _ 
=  Ci  ,    —  / —  C2  , —  C3,   —  t —  C4, 

2  2  2  2 

C\,    C2,    C^,    C^  sämtlich  reell,    ein,    und  setzt   w-ieder  d^  -^  qU,    p  = 

/2 1/3(1  V')    ,       ,  ,  ,.        ,.   , 

= —-^ (15)»   so  ist  schliesslich 


(29)  ^  =  ^^^%    "^'^  icj.-  cj,  +  cj,  -  c^h) 

(30)  V=C,I,^  C^h  +  CJ^  +  cj^. 

Die  durch  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  in  (26)  entste- 
henden vier  Funktionen  /i,  I^,  /g,  I^  er\\-eisen  sich  also  als  die  vier 
Integrale  des  Kegelproblems.  Es  leuchtet  ein,  dass  man  an  ihrer  Stelle 
in  (29)  und  (30)  auch  beliebige  vielfache  oder  lineare  Kombinationen 
von  ihnen  einsetzen  darf,  wenn  dabei  die  Struktur  der  Formeln  (29) 
und  (30)  erhalten  bleibt. 

Im  allgemeinen  Falle  {a^o,  b  ^Q)  ist  die  Identifikation  der  (19) 
und  (20)  entsprechenden  homogenen  Gleichungen  mit  (23)  nicht  möglich. 
Handelt  es  sich  aber  um  eine  Kegelschale  mit    zentraler  Bohnmg    und 
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von  innen  nach  aussen  langsam  abnehmender  Dicke,  so  lässt  sich  wieder 
eine  einfache  Näherungslösung  mittels  Zylinderfunktionen  angeben,  *) 


*)  Die  homogenen  Gleichungen  lauten  hier 

Seien  x^^  bezw.  x^  die  Abszissen  des  Innen-  bezw.  Aussenrandes,  Xm  eine  konstante 
Zwischenabszisse  (jt,  <^Xm<^  x^),  so  setze  man  identisch 


ax^-\-d       (ax'^^6)-{-a(x'^  —  xl) 
und  entwickle  diesen  Bruch  in  der  Nähe  von  x^  nach  dem  binomischen  Satze 


± etc. 


Bricht  man,  sofern  zulässig,  die  Reihe  nach  dem  zweiten  Gliede  ab  und  wählt  zudem 


H^X- 


(welcher  Wert  reell  und  der  Bedingung  Xi  <^  jr,„  <^  jf,  entsprechend 
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sein  wird,  falls  ^i  >  -  ^  ^j),  so  vereinfacht  sich  obiger  Näherungswert  zu 

(33)  ^J+l^i^^^I^^'"^^'^"     gültig  für  .,<.<., 

und  mithin  treten   an  die  Stelle   von  (31)   und   (32)    die   angenäherten   Differential- 
gleichungen 


(34)        ^  +  {^-j-3Pcax^^-i\  S  +  (+  ^■'«^•^""^  +  iP'cax^^-^  -L^^^o 


dx^ 


Gleichung  (34)  kann  mit  (23)  vollkommen  identifiziert  werden,  wenn  man  setzt 

3  ^  ^ 

(36)  a  =  o;  <J= ca;  y  =  f  =  21/ mit  j/ =  -  ;  «  =  —  ; 

4  3  2V 

Das  allgemeine  Integral  von  (34)  ist  gemäss  (24)  mit  v  =  -  dargestellt  durch 

(37)  5D=^^-r'"'^'^Vi((2t+>S8);cS-)4-^^-r'^"*'^'rj((2t4-i33);rr) 

8  2 

€  folgt  durch  Vertauschung  von  -\- i  gegen  — /,     Weitere  Behandlung   wie  oben. 


Kapitel  2. 
Theorie  der  Kegelschale  konstanter  Dicke. 


§  5 .    Spezialisierung  für  die  Schale  konstanter  Dicke. 
Ermittelung  der  vier  Integrale  I^,  I^,  /g,  /^. 

Für  h  =  Konstante  lauten  die  zwei  Hauptdifferentialgleichungen  (I) 
und  (n)  einfach : 

(ii)  L{»)-K,V=cp{x), 

(I2)  L{V)-K^^^rp{x) 

mit  den  Abkürzungen: 

.^.  d-^)       d{)        I     ^      ^  12(1— r2) 

jG"tang  a 
A2  = -j ' 

(2)  '' 

,,  ^     12(1  —  V"^    ^,    ^^12(1-  V^)  XW. 


^(.)  =  -!(,+.)i^+.(f)'{. 


Durch  die  Substitutionen 


(3)  !^ 

2  r  ^  ( I  —  v^)  I 

p  =  -. ^^^; 1;  -cp{x)^^{x);    i;(x)  =  W{x) 

h  Q 

wird  die  Verschiedenheit  der  Konstanten  auf  der  linken  Seite  in  (ii)  und 
(I2)  weggeschafft,  und  den  Gleichungen  die  symmetrischere  Gestalt 

(4i)  L{U)-i\V=^{x), 

(42)  L{V)  —  ilU=W{x) 

übertragen.    Prof.  Meissner  hat  darauf  hingewiesen,*)  dass  die  (41)  und 
{42)  entsprechenden  homogenen  Gleichungen 

*)  E,  Meissner.    Elastizitätsproblem  für  dünne  Schalen.  Physikalische  Zeitschrift. 
14.  Jahrgang,   1913.     Seite  348. 

Dubois,  Festigkeitsberechnungen.  2 
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L{U)  —  ilV=o 
L{V)  —  ilU=o 

sich  durch  die  Variablentransformation, 

in  solche  mit  rein  numerischen  Koeffizienten  verwandeln : 

(61)  ^{U)-iV=.o, 

{62)  2(F)  — /f/  =  o, 

so  dass  deren  Integrale  für  alle  möglichen  Kegel  gültig  sind,  und  einmal 
für  alle  tabuliert  werden  können. 

Die  Gleichungen  {61)  und  (63)  zerfallen  in : 

(7i)      _  ^U±^iU=o. 

(72)  ^V±iV=o. 

Die  vier  Integrale  /i,  I^,  I^,  I^  des  Kegelproblems  erhält  man*) 
durch  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Teiles  der  partikulären  Inte- 
grale der  vollkommen  identischen  Gl.  (71)  und  (72),  so  dass  sich  ^  und 
V  gemäss  (3)  durch 


darstellen.  *) 

Die  Substitution**) 

*)  Vergl.  §  4,  Seite   15,  ferner  Meissner,  Physikal.  Zeitschr.    1913,  Seite  348. 
**)  Setzt  man  z.  B.  in 

Si{U)-\-iU^o 
die  Werte 


dU      dV   (1+/).     d'^ü       d-'U    (1+/)'       dU     (i+O 


dH        ds       y/zü  dy}         ds^         2X  ds     2  X  1^2  X 

ein,  so  entsteht: 

^\d^  (i  +  O'     du    (i-4-^j     du  {i^)      u      .^^_^ 

\ds^         2X  ds     2y.y2y\        ds       ^21  X 

und  nach  einigen  Umformungen : 

d^U  .     \     dU  .    l  2'\    . 
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(8)  j  =  (I  -f-  0  ^2X,  resp.  j  =  (I  —  i)  V7^ 

führt  die  Gleichungen  (7i)  mit  dem  oberen,  resp.  unteren  Vorzeichen 
in  die  Gleichung 

Über.  *) 

Die  Gleichung  Q  (U)  -\-  t  U  =  o  mit  dem  Pluszeichen  im  imagi- 
nären Gliede  hat  die  zwei  partikulären  Integrale 

während  die  Gleichung  ^{(/)  —  iU  =■  o  mit  dem  Minuszeichen  die  zu 
den  vorigen  konjugiert  komplexen  Integrale 

besitzt.  Die  nach  s  fortschreitenden  Integrale  von  (9)  werden  sich  also, 
wenn  man  in  dieselben  wieder  j  ^  ( i  -\-  i)  V2  X  setzt,  in  die  Kombi- 
nationen /i  -\-  1/2  und  /s  -|-  2-^4  ndt  positivem  Vorzeichen  im  imaginären 
Anteil  venvandehi,  dagegen  für  s  :=  {1  —  /)  V2  X  in  die  Kombinationen 
/i  —  i/2  und  /s  —  z  /i  mit  negativem  Vorzeichen  im  imaginären  Anteil. 

Die  im  folgenden  gegebenen  Entwicklungen  über  die  vier  Integrale 
/i,  /2,  Is,  /<  stützen  sich  auf  die  Theorie  der  Zylinderfunktionen  imd 
der  mit  denselben  in  engen  Beziehungen  stehenden  Gammafunktionen.  **) 

Gl.  (9)  ist  der  Spezialfall  für  «  =  2  der  Besselschen  Differential- 
gleichimg. 

d^U       1    dU      /        »^,, 


*)  über  den  Grund  dieser  Transformation  siehe  §  4,  Seite   14. 
♦♦)  Siehe: 

Über  die  Zylimür/unktionen  u.  a. : 
N.  Nielsen.    Handbuch  der  Theorie  der  Zylinderfunktionen.  Leipzig,    Teubner  1904. 
Biemann- Weber.    Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathemat.  Physik.   5.  Aufl. 

Braunschweig,  Vieweg  19 12. 
Graf  und  Gubler.    Einleitung  in  die  Theorie  der  Besselschen  Funktionen.    Hett  I — 11 
Bern.     1898,  1900. 

Über  die  Gammafunktionen: 
Serret.  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung.    Band  IL  Leipzig,  Teubner. 
5.  Aufl.      191 1. 
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Letztere  besitzt  als  Integrale  die  zwei  Zylinderfunktionen  J„  (s)  und  Y„  (s) , 
welche  für  ein  ganzzahliges  n  durch  folgende  Reihenausdrücke  definiert 
werden :  *) 


(■I) 


(-■Kt)" 


\{j-\-ny. 


(12)    ^V„(^s)  =  2j„{s)Log{^)-   7     ß^j'^'^y,     X 


'yi-^y{T 


y 


J  =  0 


j  =  n  —  1 


x[^(yH-i)  +  ^(y+«H-i)]- 


2 

j  =  0 


{n—J—i)\  fiy-y 
7! 


wobei  die  Bezeichnung  A  (a)  die  sogenannte  Gausssche  Funktion  für  den 
Argument  a  bedeutet.     Es  ist: 

^^     r(ö) 

wenn  man  unter  I^{ä)  die  Gammafunktion,  oder  Eulersches  Integral 
zweiter  Gattung  in  dem  Argument  a,  unter  P'  (a)  deren  erste  Ableitung 
nach  a  versteht. 

In  die  Entwicklung  (ii)  für  J„{s)  haben  wir  «  =  2  zu  machen  und 

s  durch  {i  -\-i)V2lJi  zu  ersetzen;  mit  (  —  1  =  (-|- zy+^' Xi+.?  wird 
alsdann : 


iy  li^ 


(y-i)!(y-f-i)! 


(.3)  Ms)=-2jßjpr^=-z. 

i  =  0  J=l 

und  nach  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  entsteht : 

'^^         (_  ip-p;  "^^  (_  iy\^2>-i 


J>=1 


i-1 


*)  Gleichung  (12)  entsteht  für  ein  ganzzahliges  n  durch  einen  Grenzübergang. 
Es  ist: 


^-W  = 


Lim 
«  =  o 


cos  («-[-£)  .T  J„  +  ^  (J-)  —J-n-r  {/) 

sin  («  -|-  f )  a 


£  Lim 


S.  Nielsen.     Loc.  cit.     Seiten   11  und   12. 
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Wir  definieren  nun  die  zwei  ersten  Integrale  /j  und  I^,  des  Kegel- 
problems durch :  *) 

(15)  —  J2{s)  ^  I, -\- il2 

und  erhalten  aus  (14)  für  /^  und  I2  die  Entwicklungen:**) 

3£^        H* 3£«        3£« 


"^>^°S^/.)'tl?+. 


i  =  i 

y=  OD 


2)!(27')!  o!2!~^2!4!      4!6!"*~6!8! 


X^  (— iV^  ^  ^  ^  ^ 

(17)  h=2j^Jz:7:r7T7r.--z:T^.  +  Tr7'--rr,^^T^,'^---^^<^' 


j  =  i 

Die  Formel  (12)  für    Vn{s)  geht  für  n  ^=  2  über  in 

X 


(18)    ^F2(^)  =  2j2(:r)Log  4   ->  — — 4^ 


\-/   .ii-^  >!(y-h2) 


X[^(7+i)H-^iC;*  +  3)]-^ 


I 
(2—7  —  1)!  /2Y~^-' 


7! 

und  es  ist  noch  in   jeden  der  drei  Summanden  auf   der   rechten   Seite 
s  ^  {1  -\-  z)  y  2  3£  zu  substituieren. 
Zunächst  wird : 

2  J2(^)Log/i-^  =  J2(s)  Log(7Y=  ^2  {s)  Log(/3e) . 

Wegen  ^'*"T  — "  "*=  -{-  /  (^  =  ganze  Zahl),  ist  der  Logarithmus 
der  imaginären  Einheit  c»  -  vieldeutig.  Hier  kann  dem  Logarithmus  der 
Hauptwert  beigelegt  werden,  ohne  dass  Y^  aufhört,  Integral  von  der 
Differentialgleichvmg  (9)  zu  sein.  ***)     Mit  k  ■=  o  wird  sonach 

(19)  2Ji{s)  Log(^^j  =  Ms)  Log(3E)  -h  '-^J^{s). 


♦)  Siehe  das  auf  Seite  15  Gesagte. 
♦♦)  Vergl.  Meissner.    Physikalische  Zeitschrift  19 13.     Seite  348. 
***)  Nielsen.     Handbuch  der  Theorie  der  Zylinderfunktionen.    Seite  19,  zweiter 
und  dritter  Absatz.  Die  Beschränkung  auf  den  Hauptwert  des  Log  hat  auch  mit  Rück- 
sicht auf  die  später  zu  entwickelnden  asymptotischen  Reihen  zu  geschehen. 
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X 


Es  ist  femer: 

Nach  der  Theorie  der  Gammafunktionen  ist  aber*) 

^0}  =  5g^  =  ^(.)+(.  +  7  +  f  + +;:^)- 


^0+2)  \       2      3  ■  '  y+i^ 

oder  da 

yi(i)  s=  —  y  y  =  Euler'sche  Konstante  =  0,5772  ...**) 

so  kommt: 
(20)    A{j)-\-A{j^2)^-2y-\-[i-\-^^^ 

Mit  dem  abkürzenden  Zeichen 


(21)    r;-  =  -i-  +  -^  +  ...-f 


1-3     2.4     ■■■     (y— 1)0"+ 1) 


wird: 


7;  =  o 


♦)  Serret.     Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung,    5.  Aufl.    Bd.  II. 
Seite  213,  Gleichung  (5). 

**)  Vielfach  auch  Mascher (mixh.t  Konstante  genannt 
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Nach  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  folgt,  mit  Bezug  aut 

(14)  und  (15) 

J  =  o 

j=  OD  J«00 


(2/- I)!  (27+1)!         ^ 


{2j-2)\{2j)\ 


+  (|-2y)(/,  +  z/,) 


(2—7  —  l)!/2\2-2> 


Zuletzt  findet  man: 

>  =  0 

Schiebt  man  die  Werte  (19),  {22)  und  (23)  für  die  drei  Summanden 
in  (18)  rechts  ein,  so  erhält  man  den  Ausdruck 

^  Y^{s)  =  J^{s)-l.og^-\-'-^J.^{s)  — 

^-{-iy2T,j-ii^i     S;p-{-iy2T,j_,ii^j-' 
Z^(2j-  iy.{2j-f-iy.     'Zj     {2j-2y{2jy 

4-  (^i—  2  >')  (/,  +  i/,)  -  [-.-^  +  i] . 
Indem  man  beiderseits  inJ^{s)  subtrahiert,  femer 

(24)  -Ms)  =  I,+ih-  /A_2)')  =  a;    j  =  b 

setzt,  wird : 

st  Y,{s)  -  zstMs)  =  -[a  LogX  +  I  +^(7y Iit'  ('2/ +!)i] ~ '  ^ 

J=l 

x[^w3e--+^--;!:;;f>-f-']+(a+^b)(/.+.^) 
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und  nach  einigen  Umformungen  entsteht  die  Schlussformel: 

(25)  i^[Ms)  +  iY,{s)]  = 

= [/.  Log  s + .  +^T,t.?i ;/;!;,  -  c^-  -  ^  ^')]  ^ 

Der  reelle,  bezw.  der  imaginäre  Teil  der  Zylinderfunktion  zweiter 
Art  F2(j)  stellen,  einzeln  genommen,  je  ein  Integral  des  Kegelproblems 
dar.  Jede  lineare  Kombination  beliebig  vieler  einzelner  Integrale  ist  aber 
wieder  ein  neues  Integral  der  Differentialgleichungen  (7i)  und  (72).  *) 
Von  dieser  Eigenschaft  Gebrauch  machend,  definieren  wir  das  dritte  und 
das  vierte  Integral  des  Kegelproblems,  unter  absichtlicher  Hinzuzählung 
eines  Vielfachen  der  Funktion  erster  Art  J^is),  durch: 

(26)  /g  +  z/4  =  tsi  [J2 {s)  4-  t  F2 (s)] . 

Die  Begründung  der  für  /^  und  7^  gewählten  Definition  (26)  wird 
später  in  §  6  und  §  7   dargelegt  werden. 

Es  ergeben  sich  alsdann  aus  (25)  für  I^  und  I^  folgende  Aus- 
drücke :  **) 

i  =  00 

(.7)  A = /.  Logse + .  +^(,7^:),';^;+^),  s^^-  -  (« ^  -  &/.) ; 

j=  00 

i=l 

*)  Siehe  das  auf  Seite  15  Gesagte. 
**)  Beachtet  man,  dass  wegen  (20)  auch 

.,=.0)-I(f-=.)+iC'+.T:T) 

ist,  und  erinnert  an  die  Fundamentaleigenschaften  der  Gammafunktion 

.,,=£;i^=-.+(i-;)+(i_-L,)+(i_-^)+ 


(a)!  =  r(a4-l);     r(a)  •  r(i  -  a)  = -^ 


;r 


sin  f.T  a) 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  in  (27)  und  (28)  aufrechter  Seite  dem  Summations- 

reichen  vorangehenden  nicht  eingereihten  Termen  -|-  i,  resp. —  auch  durch  einen 

Grenzübergang  für  y  =  o  aus  der  Summationsformel  hervorgehen. 
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Die  Koeffizienten  rechts  in  (27)  und  (28)  berechnen  sich  aus  (21) 


T.J^—Jl—  =  — I      3      ,  ,  J  ^_ 

'      ^(r-i)(r+i)       i.3'^2.4"^--^0-i){7'+i)'      '" 

r=2 

Man  findet  z,  B. 

2  7i  =  o , 

2  7^  =  2  — =  1,333-33 


2  7;  =  2/^-^  + -—  +  —)  =  2,616.66 etc. 

Vi.  3        2.4        3.5/ 

und  mithin*) 

+  1+  ^'333-33yj-i  — 2,616.66-— -f- 

+  3.376.i9  7TyjT---etc.j  — (a/i  — b/2). 

[I  X*  X^ 

~  1"  +  O'Ooo-^'o  ^T7j  —  2,083.33  ^7-7  4- 

+  3,033-33 -7^  =F  •••  etc.J  —  (b  A  +  a /a) . 

3  ^■ 

mit  a  = 27  =  0,345.568.670;**)     b  =  —  =  1,570.796.326. 


*)  E.  Meissner  gibt  in  der  Physikal.  Zeitschrift  19 13,  S,  3*8,  Gleichung  (32) 
fiir  Ig  und  /^  den  Ansatz : 

/s 4- 'A  =  (A  +  '■ /O  Log  J  +  ^  ':ß (.?) .     [(gj  (3E)  =  Potenzreihe)] 
an.     Schiebt  man  diesen  Ansatz  in  (7i) 

2  (£/)  +  . 77=0 
ein,  setzt  femer  (13) 


SO  gewinnt  man  für  "ß  die  Differentialgleichung 

-l^^isa-L^y (=11)^ yx>->=o, 


a'S»"!  ö'I  '^J'^   ^ "mi^  (7— i)!(y+i)! 

■welche  durch  eine  Reihe  zu  integrieren  ist.  Die  Ausrechnung  ergibt  sofort  die  Werte 
(38)  und  (39)  für  I^  und  I^,  wenn  man  dem  unbestimmten  Anfangskoeffizienten  in  iß 
den  Wert  — (a -}-'&)  beilegt. 

♦*)  Es  ist:  y  =  0,577.215.664.9. 
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Die  Konvergenz  der  für  /j,  I^,  I^,  I^  gefundenen  Reihenentwick- 
lungen ist  eine  Folge  der  Konvergenz  der  Reihen  für  die  Zylinderfunk- 
tionen, lässt  sich  aber  auch  direkt  zeigen. 

Aus  (i6),  (17),   (29),  (30)  ergeben  sich  für  die  Ableitungen  -W"' 

dl2     dl^     dli  A  •■  ^    *\ 

-Tv"'  — Tv-'  —JW  die  Ausdrucke*) 
dX     dX     dX 

^^^,   dh  JS^    (-ly^yx^i-x 


h  _v  (-1 


d^       Z-/(2y-i)!(27+i)! 


^^  >  dl     Zj     (27-  2)1  {2 jy. 

I  r       sei        x*        ae^   , 


j=Cß 


^^^^  dl^^^i'^di  ^'^°  ^  +  °  + 


i=  00 


^ 
Vx 


j^{2J—l)\{2J-^    I)!  \     ^3£ 

-4X.,6.6.66JL±...e.c.]-(«^-b^g 


^/t  I         ^/a  X    I      ^     I 


+ 


^^    (2j  — 2)!(2;)!    ^  -^  V   ^X    '      ./3e/ 

j  \  .  dh^    ^  ,   I  r     I  ,     .^  X^ 

-3X2,o83.33^±...etc.J-(^6-^  +  a;^). 


*)  Numerische  Berechnung  der  /-Funktionen,  deren  Ableitungen  und  Integrale, 
siehe  weiter  unten. 
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Für  die  unbestimmten  Integrale   ilxd'S,,   ilidü,   il^d'S,,   xlid'S., 
erhält  man  die  Formeln  :  *) 

j  —  Cß 

(35)    ^--"-  ^  ^        ^ 


//.^.=  2 


>=i 


{2j—  i)!(2y-t- 1)!  27  +  I 

I    x^    .  I    x*      I    x 


^  r    I    x^   ,  I    X*      I    X«  1 


J=OB 


<^*^/^'"^=2(iFr^f 


~*L       2   o!2!    •    4214!       6  4!6!=t ^^^-J- 

J=  so 

(37)    f/a.^X^LogX  f/x^X-V.     ■     ^~'^.^         ^''"''    + 
J  J  ^^(2^— i)!(2y+i)!  (2^  +  1)* 

+X+V,  ~'~x!!^'-T''  x,^^-(fl  r/i^x-Br/2^x)= 

r  r    I   X-       I    X*       I    x^  1 

-^  19  i!3!       25  315!       49  5!;!—  J 

[I  3f2  j  3^4  -1 

+  -•  1.333-33  Y7^ —-•  2,616.66— J^  ...  etc.J — 

—  (a  f/i^X  — Bj/g^X). 


j=<x> 


(38)  ;/.^S  =  Log3e//.^3£-2(7J^^  ^ 


-  Log  3E  +^  (.y  -";);  Snv- '"  z^'  ''^ + "  /^"^^> = 

r  r     I    x^        I    X^        I    X^  1 

=  LogX    /2^^X  — X  — --f-  +  4:-f-T--^-TrT  +  "-etc-  — 

J  L      4o!2!'    16214!        30416!-^  J 

[I  X^        I  X'  1 

+  -  0,000.00  ^y^  —  -  2,083.33    jy—  ±...    etc.  I  — 

(B  f/i^X-l-aJ/2^). 


*■)  In    j  /jü'I  und    j  /,</3E  Integration  nach  Teilen,     Es  ist: 
rX"Log3e-^X  =  Log3E   fx^^-E 
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§  6.    Asymptotische  Darstellungen  für  /j,  /g,  /g,  /4 
und  deren  Ableitungen  und  Integrale. 

Durch  die  Verwandtschaft  der  vier  Funktionen  /i ,  I^,  /g ,  I^  mit  den 
Zylinderfunktionen  ist  uns  die  Möglichkeit  gegeben,  für  dieselben,  deren 
Ableitungen  nach  36  und  Integrale  asymptotische  Ausdrücke  aufzustellen, 
welche  vor  allem  bei  der  numerischen  Berechnung  der  dritten  und  vierten 

Funktion  /g  und  /^ ,  sowie  der  zugehörigen  -j^ .  — ^ ,  und  \I^dli,   Kl^dü 

von  grossem  Nutzen  sein  werden. 

Da  die  Funktionen  A,  /4,  -^xr'  —r^'       /»«^BE,    lA^X    mit   wach- 
es    dx     J  J 

sendem  Argument  ungemein  rasch  abnehmen,*)  so  kommt  es  bei  der 
zahlenraässigen  Berechnung  derselben  mittels  der  Reihenausdrücke  (29), 
(30);  (33),  (34);  (37),  (38)  in  §  5  auf  die  sehr  klein  ausfallenden  Diffe- 
renzen grosser  Zahlen  an,  was  sehr  weitgehende  Genauigkeit,  Anwendung 
vielstelliger  Logarithmen**)  und  gehörigen  Zeitaufwand  erheischt.  Die 
nachfolgend  entwickelten  asymptotischen  Ausdrücke  gestatten  dagegen, 
in    kürzester  Zeit,    und    vielfach    mit  Hilfe    des   Rechenschiebers    allein, 

h^  h->  "7^' ;7^'  -4^36,  [hd'S.  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  zu  be- 
rechnen. 

a)  Asymptotische    Ausdrücke    für    die    /-Funktionen. 

I.  Ausdrücke  für  /^  und  I^. 

Wir  gehen  von  der  Relation  (15)  in  §   5   aus: 

(I)  —x,{s)^h^ih     j  =  (I H- /)  ^^läe 

Die  Theorie  der  Zylinderfunktionen  liefert  für  die  Besselsche  Trans- 
zendente Jy^  {s)  vom    Modul    n    folgende    asymptotische    Darstellung :  ***) 

X    cos  /  .f ^  j.  P^  (s)  —  sin  Is ^  stj'  Q„  {s)  ' 


*)  Siehe  weiter  unten. 
♦*)  K  25,     8-stellige  I 

25  <C  X  <!  35,     9       «        J  Logarithmen. 
X>35»  10      «       \ 
***)  Nielsen.    Handbuch  der  Theorie  der  Zylinderfunktionen.    Seite  156,  Gl.  (1). 
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wobei  die  Bezeichnungen  P,„{s)  und  Qm{s)  folgende  rasch  konvergierende 
Reihen  bedeuten :  *) 

{<)    F  (s)=i  +  >  tlir  V ±11 il V i_J 


m  —  t 


(4)   Ö.W=    2^jrfTTy. (Is)^^ 

m  ist  der  Exponent  derjenigen  Potenz  des  Argumentes  j  —  ) ,  bei  welcher 

\2SJ 

die  Reihen  /*„, ,  bezw.  Q,„  mit  zulässiger  Genauigkeit  abgebrochen  werden. 
Die    asymptotische    Darstellung   (2)  hat   Gültigkeit   für  alle    reellen 
Argumente  s;  für  komplexe  Argumente  von  der  Form 

s  =  r  e'"^ 
hat  sie  nur  dann  Gültigkeit,  wenn**) 

—  —  <oj<  -\-  —• 
2  2 

Im  vorliegenden  Falle  ist 

s  =  {i  -\-i)V7I=V^e''TV^; 

resp.  s  =  {1  — t)V  iJi  =^  Y2  e~~}/  2  3£ 


und  mithin 


w  =  H ,    resp.  o;  = 

4  4 


Wir  befinden  uns  also  im  Anwendungsbereich  der  asymptotischen  Reihe  (2). 

Zahlenmässige  Berechnungen  haben  uns  gezeigt,  dass  für  Argumente  3£, 
die  zwischen  20  und  50  liegen  —  den  meisten  technischen  Fällen  durchaus 
entsprechend  —  wir  mit  zwei  Gliedern  in  der  Reihe  P„,  {s)  und  mit  einem 
Glied  in  der  Reihe  Q,n  is)  diejenige  Genauigkeit  erreichen,  die  wir  praktisch 
beanspruchen. 

In  (3)  und  (4)  ist  also  tn  ■=■  2   zu  machen,  und  für  s  =:  (i  -|-  ?)  X 

X  VT^  =  V^  ^+  T  I^IX  wird  :  ***) 

*)  Nielsen.     Loc.  cit.     Seite   153,  Gleichungen  (6)  und  (7), 
**)  Nielsen.     Loc.  cit.     Seite  154  und  155. 
***)  Es  empfiehlt  sich,  im  folgenden,  statt  mit  komplexen  Ausdrücken,  mit  ima- 
ginären ^Potenzen  zu  rechnen,  weil  dadurch  die  Schrift  wesenüich  vereinfacht  wird. 
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;,2_9\  L2_L\L2_9\         in 


(5)  p.(.)  =  i-- ^j^p =1 -^ ^ 

2        I  2 i        <7r 


sodann  nach  Einsetzen  in  (2) 


«-K=^[[-Mi^^: 


xcosj{.  +  o»^^3e-i^^{-'^^x 

(  4  )         2F2    K2S 


X  sin!(i  -{.z)V2l  —  ^^-^n 

4 


I] 


Mit  Benutzung  der  Eulerschen  Formeln  schreiben  wir : 

,„...i.i/^^[[.^'-'!l-'>^]x 


x^- 


2 


9  I  «TT  .  ,-t:  /.  /-:r::        2  n  +  1 


4    <?        4      ^ 


V23e+  j(V2I-^^-^7r)  +V2S-t(v2S- 


Jn+1     \~| 

-4 


2V7     |/23e  2  2 

Bevor  wir  diesen  Ausdruck  weiter  umformen,  wollen  wir  uns  eine 
zulässige  Annäherung  gestatten.  In  der  zuletzt  angeschriebenen  Gleichung 
treten  in  der  Klammer  auf  der  rechten  Seite  nebeneinander  ^-Potenzen 
mit  positivem  reellem  und  negativem  reellem  Exponenten  auf,  nämlich : 

e  und   e 

Beachten  wir,  dass  wir  die  asymptotischen  Darstellungen  nur  für  grosse 
Werte  des  Argumentes  benutzen  werden,  auf  alle  Fälle  für  x  >  20, 
so  wird : 

^+V2l  ^       +V4Ö  ^+6,3246  .^o^ 

-Väl  ^^      -ViÖ  —6,3246  ^  ^^^    „„^ 

e         <;;_  e        =  e  =0,001.790 
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und  wir  ersehen,  dass  die  Vernachlässigung  von  ^~***  gegenüber  ^"'■^*^ 
im  Anwendungsgebiet  der  asymptotischen  Formeln  einen  viel  geringeren 
Fehler  mit  sich  zieht,  als  der  Umstand,  dass  wir  in  den  Potenzreihen 
Pm{s),  bezw.  Qm{s)  bloss  zwei,  resp.  ein  Glied  behalten  haben.  Wir 
dürfen  also  ohne  Bedenken  die  beabsichtigte  Vemachlässigvmg  begehen. 

Mithin  erhalten  wir  nach  einigen  Umformungen : 


J.WgT 


2   r     :rV22i 


+  V2I 


-(VM-i^.)_ 


2VI   VjS 


(«^-i)!---!) 


+  -T-  


16 


X 


£ ^       +V2X-|(V29E 


2X 


2»+  1     \ 


(8)    Jn{s)^ 


V~2 


1/2X1 


.-.(v«-D_:^^ 


X 


ZV  2 


X  T7=ri  I 


VTx 


16 


236 


+  \  2i 


Macht  man  im  besonderen  n  ■=  2 ,  ^'''  '  "F  =  ^' "  =  —  i ,  und  ersetzt 
femer  die  imaginären  ^-Potenzen  in  der  Klammer  durch  trigonometrische 
Funktionen,  so  entsteht : 


/,  +  ,/,  = -j,(.,^  +  i|/-^ 


;cos^ 


►Ti-J)- 


woraus   sich  nach  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären 
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<^>  ''-+^V^ 


x...(.'S-¥)+MM7r"-('3-")l'*"- 


"'  '«-ir-a 


I 

8/         2V'2     ^2$ 


3^\    ,    \4       4)\4       ^y     I     _,_/,/7^        5^ 


X  sinf  i/lx  -  ^) + ^-^^^^  ^  sin^^lae  - 


e 


ergibt. 

2.   Ausdrücke  für  I^  und  Z^, 

Hier  haben  wir  von  der  Gleichung  (20)  des  §  5  : 
(11)  /g  4-  zl4  =  in  [J2 {s)  +  i  Y2 {s}] ;  ^  =  (I  -f-  z)  VTX 

Gebrauch  zu  machen.  Die  in  der  Klammer  auf  der  rechten  Seite  auf- 
tretende komplexe  Verbindung  J^  {s)  -f-  i  Y2  (s)  ist  wieder  eine  spezielle 
Zylinderfunktion.     Die  beiden  konjugierten  Funktionen 

H„{s)=J„{s)-^zY„{s);    N„{s)  =  J,{s)-iY„{s) 

sind  in  der  Theorie  der  Zylinderfunktionen  als  Zylinderfunktionen  dritter 
Art  bezeichnet.  *)  Für  die  Funktion  //„  liefert  diese  Theorie  die  asymp- 
totische Darstellung  **) 


'.w^]/^ 


(12)  B„(s)  =  J4s)  +  iY,{s)^]/—[P„{s)  +  iÖ,„(s)]e*i'-'-^''), 


welche  nur,  sofern  ihr  Argument  s^=re^^  die  Bedingung <C  w  <C  + 

erfüllt,  anwendbar  ist,  und  dem  Hauptwert  des  Logarithmus  in  Y^  ent- 
spricht. ***)  In  (12)  besitzen  sämtliche  Buchstaben  die  gleiche  Bedeutung 
wie  auf  Seite        .      Für  .y  =  (i  -^i)}/ 2'^  wird  mit  (5)  und  (6): 


*)  Vielfach  auch  als  Hankeische  Zylinderfunktionen  bezeichnet.  Die  H^  und  N^- 
Funktionen  spielen  neben  J„  und  Y„  in  der  Theorie  der  Zylinderfunktionen  eine 
wesentliche  Rolle. 

**)  Nielsen  Loc.  cit.     Seite   154,  Gleichung  (10). 
***)  Nielsen  Loc.  cit.     Seite   19,  zweiter  und  dritter  Absatz. 
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J,(j)4-/F»W^ 


X 


Nach  leichter  Ausrechnung  findet  man : 


-1^ 


J^{s)  +  i  Y^{s)  ^  1/  -p=  ^-T  X 


1  + 


'''-{yi.{'''-'i){'^-t}.*T 


2  VI     V2di 

(13)  J.(j)  +  ''I^-(-y)^^' 


i6 


2XJ 


^+i((l  +  .-)VlI-?^7r)^ 


•--m 


.-■K-t) 


7;r\         »' 


;=5X 


2K  2 


X 


^..(vIl-¥)      («^-i)(«^-2),..(vIl-¥)]_^,- 


l^23e 


i6 


23e 


'] 


.»♦— 1 

Ist  «  =  2 ,  <""     2    '^  =  —  /',  SO  gewinnt  man  aus  (i  i)  und  (13)  die 


Relation 


"^  16  2dc  J 


25 


aus  welcher  durch  Spaltung  der  imaginären  ^-Potenzen  in  trigonometrische 
Funktionen  die  zwei  Ausdrücke 


(14)   /s^-f 


-k; 


V~2 


V2^ 


'"^-'-^y-^m^ 


»^-¥)-^Mi^^Ä-(^-¥)]- 


X  cos 

Dubois,  Festigkeitsberechnungen 


Vis 
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4        I 


2V 2    V23I 

hervorgehen. 

dj    Asymptotische    Ausdrücke    für    die    Ableitungen 
all    d I-i    d I^    d I^ 
ö?3£    dH    du    du 

I .  Ausdrücke   für  -rr^r  und  ^xr  • 
dX  dX 

Zur  Bestimmung  der  asymptotischen  Ausdrücke  für  die  Derivierten 

J  T  /f  T 

-yr;  Und  —rz;;  bedient  man  sich  mit  Vorteil  der  funktionellen  Eigen- 
er* dX 

Schäften  der  Zylinderfunktionen  und  deren  Ableitungen.  Bedeutet  ganz 
allgemein  ß„(^)  irgend  eine  Zylinderfunktion  vom  Modul  n  in  dem  Ar- 
gument s,  so  gelten  die  zwei  fundamentalen  Relationen*) 

jrr 

Zur  Berechnung  der  Ableitung  — r-^  ist  es  prinzipiell  gleichgültig,  ob 

ds 

man  die  eine  oder  die  andere  der  zwei  Formeln  (16)  und  (17),  oder 
auch  die  Kombination 

/,Q\  d^„       ß«-i  —  ®„+i 

ds  2 

von  den  beiden,  benutzt.  Es  zeigt  sich  indessen,  dass  bei  der  Zylinder- 
funktion höheren  Moduls  6^+1  die  Potenzreihen  P^is)  und  Qm{s)  in 
den  asymptotischen  Ausdrücken**)  viel  weniger  rasch  konvergieren,  als 
bei  der  Funktion  tieferen  Moduls  ßn-i-  Daher  empfiehlt  es  sich,  lieber 
nach  der  Formel  (16) 

♦)  Nielsen.     Loc.  cit     Seite  3,  Gleichungen  (3)  und  (4), 
**)  Siehe  Seite  29. 
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(i6) 


zu  rechnen.      Auf   unseren  Fall    mit  «  =  2 ,   (5„  (j)  =  ./„  (s)    angewandt, 
lautet  sie 

dJi  (s) 


;i9) 


ds  s 

Aus  Gleichung  (i)  leitet  man  ab 


,     ^  d/i        .d/2  dJ^is 


==--Ms)  +  J,{s). 

dJ2(s)     ds 


dH 


dH 


d^ 


ds       dH 


und  da  femer 
(21) 


ds 


.  =  (.  +  ,).^;^  =  (.  +  /)-^ 


ist,  so  folgt  aus  (19),  (20),  (21)  und  (i) 


dh  dh 

dy,  ^'  dH 


(I  +  i) 


\- 


zVJ^l        {l^t)V2dl 


J, 


(^)  +  ^lW]. 


(22) 


1/7    --^'^ 


e     4 


dTi   .    .dh  I  ,,    ,     .  ,, 

^  +  ^^  =  -¥^^^  +  ^^^^--711 


Jx{s), 


V~2 


Den  Ausdruck  von  Ji  (s)  erhält  man  nach  Formel  (8)  für  «  =  i  zu : 

2/1       v^ 

(-^)(-f).-'(v--¥)- 


/.w^^jA 


VI^l 


+ 


16  23£ 

Nach  Einsetzen  in  {22)  ergibt  eine  kurze  Umrechnimg: 


+  vTi 


X 


^V2dcY      ^ 


V~2 


V2dc, 


X 


1^236 


2^. 


16 


X 


X 


.-•(^^0 


2X 


+  Väi 


Die  Auflösung    der    Exponentialfunktionen    und    Absondenmg    des 
Reellen  vom  Imaginären  liefert  die  geu-ünschten  asymptotischen  Ausdrücke 
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t^'^^'^vhy  li 


VJ^ 


K^^  +  x)-.Wx 


x7^.-('^+->+ 


A ,  (-j)(-:) . 


i6 


23£ 


i/23e- 


.5T 


+  V2£ 


^\      +  V' il 


.^,  (-:)(-?). 


X^cos(^'.S  +  i 


2.  Ausdrücke  für -^-rr  und  —^-• 
ax  ax 

Die  nach  X  derivierte  Formel  ( 1 1 ) 


F'23cH- 


(25) 


dis   ,    .dh        .    dHM)        .    dH^    ds 
d'S.  d'3i  dH  ds     du 


in  Verbindung  mit  der  (i6)  entsprechenden  Funktionalgleichung 

(26) 


dH^is)  2 


dh         dh  I  /A    I     -/-N    I     •     ^2  ^+T 


führt  nach  einer  ähnlichen  Rechnung  wie  oben  zu  der  Relation 
(27) 

Hierin  ist  der  sich  mit  «  =  i  aus  Formel  (13)  ergebende  Ausdruck 


"■'«K^ 


,   _       Tjrx  I  —  -       .•  fV2l  -  ^) 


2-^2  V2dc 

(-i)(-|).'(v^-¥) 


16  23£ 

für  Ifi  einzuschieben.     Alsdann  erhält  man  ohne  Mühe: 
dl. 


.dh 


^3e  +  ^'^  =  -3e^^^  +  ^"^^ 


'^    V2I  F  ^^^ 


(v--¥) 


+ 


^-^'•(v^-^t),(^-:)(^-:).'(v--¥)' 


V. 


2V  2 


Vzdl 


16 


236 


-VTI 


+ 


V2J 
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Wegen  ihrer  Komplexität  zerfallt  die  letzte  Gleichung  in: 


<^«)Ä^^ 


X 


y^+'-fU 


v^ 


X 


(29) 


dL 


v^4-- 


-\.(^-0(^-^)i  ,J^^^^14 


16 


-VTi 


23E 


I 

4 

2/1 


xt4i-K^-¥)+MPä 


^cos(.^+Z£j],-«i. 


^y  Asymptotische    Ausdrücke    für  die    unbestimmten 
Integrale  J/i^X,     f/g^S,     f/s^X,   J/^^X. 
Unterwirft  man  die  beiden  Relationen 

(I)  h-\-ih  =  -J^i,s). 

(II)  h^ih-=i^H^{s). 

der  unbestimmten  Integration  nach  3£,  und  beachtet,  dass 

sds 


2t 


(30) 

ist,  so  entsteht: 

(31)  ^hdlJf-i ^I^d'a  =  —-^  (j^{s)-S'ds. 

(32)  J/s./3e  +  /J/4^3e  =  4-^Jiy2(^).j-^j. 

Die  Integration  der  vier  /-Funktionen  läuft  also  auf  die  Auswertung 
eines  Integrals  von  der  Form 

(33)  ^^{s)-s-ds 

hinaus,  wobei  ^^{s)  eine  ganz  allgemeine  Zylinderfunktion  vom  Modul 
2  in  dem  Argument  s  bezeichnet. 

Das  Integral  (33)  lässt  sich  leicht  ermitteln,  wenn  man  wieder  die 
funktionellen  Eigenschaften  der  Zylinderfunktionen  zu  Hilfe  zieht.  Aus 
der  Fundamentalrelation  (17) 
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d?®„       n 


(.7)  ^"  =  -e,-6.., 

entsteht  durch  Spezialisation  für  «  =  i 

d^x       I  -,         ^ 


woraus 


|(52-J'<^-y  =  —  \s'—z-^-ds-\-  \^xds 
folgt.     Die  Integration  nach  Teilen  ergibt  alsdann 

(34)  [^i-s-ds=^ — j©i-}-2   K^yds. 

Eine  nochmalige  Benutzung  der  Funktionalgleichung  (17)  liefert  für 
«  =  o: 

und  mithin  geht  (34)  über  in: 

(35)  J(S2--f-^^=  — -ySi  — 2(Jo. 

Um  zu  asymptotischen  Ausdrücken  zu  gelangen,  hätte  man  in  (35) 
©1  und  So  durch  J^  und  Jo>  resp.  //j  und  //o  nach  den  Formeln  (8) 
und  (13)  dieses  Abschnittes  zu  ersetzen.  Man  kann  aber  das  Schluss- 
resultat wesentlich  vereinfachen,  indem  man  die  berechneten  Zahlenwerte 
der  /-Funktionen  und  deren  Derivierten  einführt.  Zu  dem  Zwecke  mache 
man  von  der  anderen,  mit  (17)  zusammenhängenden  Funktionalrelation  ( 1 6) 

(,6)  ^.  =  _^6.  +  6,_. 

Gebrauch,  aus  welcher  man  für  n  ■=  2 

(36)  e-S  +  l«^^ 

folgert.     Mit  (36)  transformiert  sich  dann  (35)  in: 


J 


^.S-ds=-s{^-\--^^^]-2{i^. 


s 
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Indem    man   -^   mittelst  (30)  durch   — -rr    ausdrückt,   findet    man 
as  dX 


leicht : 
(37) 


^62 


Je2-J-^^  =  -23e/^'  +  ^  6.1-2(50 


In  dieser  letzten  Gleichung  ist  unter  6„  (j)  das  eine  Mal  J^  {s) ,  das 
andere  Mal  If„(s)  zu  verstehen.  Alsdann  gewinnt  man  aus  (31)  imd 
(32)  durch  Anwendung  von  (i),  (11)  und  (37)  und  einfache  Umformung 
die  zwei  Formeln : 

(38)  jf,äx+iji,ä$=+a[[§+L  /.)+,g+^/,|]_,j.w. 

(39)  J/.^3e+ ,•//. äx^+  a [(^' + j/a)+«(^' + 1 /.)]-«//-.(.). 

In  (38)  ist  der  Ausdruck  zu  substituieren 


^ois)^^Y- 


V~2 


2X 


(-i)(-!).-<v..-¥y 


+ 


.  +  V2  3E 


16  2  3e 

den  man  für  «  =  o  aus  (8)  erhält.     Es  entsteht  die  Beziehung 

2^7  V^ 


2  r  ^v^ 


16 


X 


X 


.  +  V2i 


aus  welcher  sich  die  zwei  anderen  sofort  spalten  lassen: 

1/2 


(4o)r/.<^Sg-3£(^^  +  i/.)-i 


n 


in  yiX--ö    - 


l       4)      I        .    /,/-^         .^^\   ,    V      4/1      4/1    ..._/i/T^       5^\k+V2i 


2/2  v^     V 


>^ 


16 


_sin>^2X--,,. 


?)]■ 
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(,)J.,.3e^  +  ,(^^4-^/.)-^f;^ 


VJ^-i)- 


\      4/     I     ^^JwTx      3 


2}GVJf 


COSlV'2  9£ ^ 


4/    I 


16         236^°%^^"^ 


+  V2  5 


Analog  liefert  Gleichung  (13)  durch  Spezialisation  für  «  =  o: 


IIo{s)  =  Jo{s)-^tYo{s)^-\-t 


V 


VI 


.+  '(v»-¥) 


,)  ,  (-:) 


+ 


X 


2V  2 


X 


-•K-¥)  (-^)(-:).-K-?y 


-V23e 

e         , 


V2I  16  2$ 

und  eine  ähnliche  Transformation  wie  vorher  ergibt : 


29e 


-V23E 


Diese  letzte  Gleichung  hat  die  zwei  andern  zur  Folge : 


2^2  vTl    \         8/ '       16      23e 


V2X 


(43)//.^3eg+3e(^Hi/3)-.]/-^ 


V2  3e 


cos 


»^-^)+ 


+ 


(-0 . 


2}^  vTx 


cosh/Jl-f  +V-^^-Lcos(V2S. 


3^ 


-  V2£ 
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Von  Wichtigkeit  ist  die  Tatsache,  dass  die  mittelst  der  asymptotischen 
Ausdrücke  (40)  bis  (43)  berechneten  Zahlenwerte  mit  den  Ergebnissen 
der  durch  direkte  Integration  der  Potenzreihen  gewonnenen  Integralaus- 
drücke (35)  bis  (38)  in  §  5  nicht  identisch  sind,  sondern  sich  von 
letzteren  je  um  eine  Konstante  vmterscheiden.  Dieser  Umstand  hat  bei 
den  numerischen  Berechnungen  seine  Bedeutung. 

Um  dies  noch  zu  untersuchen,  greifen  wir  auf  Gleichung  (35)  zurück. 
Indem  wir  sie  auf  (31)  und  (32)  anwenden,  finden  wir: 

(44)  j/i  d'S.-\-i  \hd'&  — [J  Ji  -}-  2  Jo]  ■ 

(45)  ^hdS.  +  i^hd^  =  -^  [.y//,  +  2/^]. 

Die  rechts  stehenden  Zylinderfunktionen  erhalten  nach  den  Defini- 
tionsformeln (11)  und  (12)  des  §  5*)  für  «=  i  und  «  =  o  folgende 
Ausdrücke : 

H,  =  J,-^r  i  i^i ;      /^  =  ^0  +  i  n, 

j  =  0 

si  Y,{s)  =  2  Jo  Logi^^j  -2^        .,.^"^     2  yl ij  -f  I). 


i-o 


Führt  man  die  Ausdrücke  (46)  in  (44)  und  (45)  ein,  setzt  femer 
in  dieselben  s  =  {i  -\-  i)  V  2  X ,  so  gelangt  man  nach  etwas  beschwer- 
lichen Umrechnungen  zu  folgenden  Formeln :  **) 


♦)  Siehe  auch  Nieken.    Loc.  cit.     Seite  5,  GL  (9)  and  Seite   12,  Gl.  (9). 
**)  Hierin  haben  sämtliche  Bezeichnungen  die  gleiche  Bedeutung  wie  in  §  5. 
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/i  <a?X(Asymptot.  Formel)  =    >   - — -. rr7~ 

J  ^L^{2J—2)\{2j)\2J 


(47) 


(27—  i)!  2j—  I 

i=  CD 

(—  I  y      3e2> 


3£2,-l 


—  i)!  2y — I 


J  =  Cß 

(2^-3)!  (27-1)!  (zj-iy-  "^ 


-^(27— 3)!  (27—1)!   2^—1  2 

/^        -  (-  iK  3£^^-^  _ 

-^(27  — 3)!  (27  —  1)!  27  — I 


^  ^      (-  ly      ae^-'' 


i  =  00 


(27  —  2)!  (2y)!  27, 
(—  ly      ae^-»- 


J  Z-j(27— 2)!(27)!  27 

i=  00 


(2_;--2)!(2y)!  (2/ 


J=  00 

{2j—2y{2jy.    2j 


-Log3E+^T,'7'^f,!^7-|^  + 


i=  00 


—  (—  ly 

(2_;-3)!(2y-i)!>^ 


^  3e2>-^  ,  ^^    (— .ly     3£2/ 


7+''2( 


27—1      .<i^(2y— 2)!(2y)!  27 


43 

Vergleicht  man  diese  Formeln  mit  den  Formeln  (35),  (36),  (37), 
(38)  des  §  5,  so  erkennt  man  folgenden  Zusammenhang  zwischen  den 
zwei  Darstellungen  der  unbestimmten  Integrale 

Ja  dH  (Asyn^ptot.  Fonnel)  =  jV,  ./X  (^^^ Pot^S^ ) 

(hdHii         »  »      )=    f/^ddli  »  )—  I 

(48)  ^ 

j/,ddi{  »  »       )  =  jl,dl{  »  )_f.(l_2y), 

woraus  die  konstanten  Unterschiede  erhellen. 
Zusammenfassung. 

^  r  j  T 

Nachstehend  haben  wir  die  zwölf  Ausdrücke  für  /i  ...  I^,  -—^  . . .  —^, 

/^  ax       dx 

Iid'S....    x/idX   nebeneinander    in    Tabellenform    zusammengestellt, 

zwecks  besserer  Übersicht.*)  Aus  dieser  Zusammenstellung  geht  die  voll- 
kommene Symmetrie  sämtlicher  zwölf  Näherungsausdrücke  her\^or ;  diese 
Symmetrie  äussert  sich  in  regelmässig  auftretender  Vorzeichengleichheit 
und  Verschiedenheit,  femer  im  periodischen  Wechsel  von  Sinus  und 
Cosinus,  schliesslich  in  dem  wechselweise  wiederkehrenden  Abnahme-, 
bezw.  Zunahmegesetz  der  Argumente  der  trigonometrischen  Funktionen. 

Die  formelle  Begründung  der  für  /g  und  /^  gewählten  Definition 
kommt  hier  deutlich  zum  Ausdruck. 


*)  Die  asymptotischen  Ausdrücke  für  /j,  /j,  -~.  -^>    j  ■4«^3'^>    )  ■^4<^S  sind  streng 

dJ.    dL     C  C 

gültig,  diejenigen  für  /j,  ■''i.-^»  7^»    1  -A^^I»    )  I\d'i.^  dagegen  nur  angenähert,  und 

erst  fiir  Argumente  von  X  ^  20  an  aufwärts  anwendbar.     Siehe  Seite  30  unten  und 
31  oben. 


(49) 
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/i^ 


A^ 


A^ 


/4^ 


l  CO 


?co 

^3e  = 


^3e  = 


^^2$ 


5T 


y^ 


X 


gi[-(^-f)-y- 


cosiVTX-^W^X 


ini/jäe-^  + 


7^ 


:l^ 


:V^ 


X 


nVz'^ 


sm 


miVIl  4- 


1^2X1 


cos 


V^  +  '-f- 


5^ 


yi 


^x 


-1^^+ 


Vzli 


sin 


3^ 


^J3e  +  ^  + 


y^ 


V~2 


X 


X 


T  1^2     "1/"     /I 


cos 


1^+^  + 


v^ 


?x 


/...^-.(^•^|)+.l/;^[ 


sm 


VT^-1^ 


2V2 

(-^) 


yi 


X 


;..3e^+3eg+|)-.l/^ 


-^\ ,  (-:) 


V^ 


X-,L.smiVl^-^-^]  + 


lö  2X        \  8 


smiV^-^ 
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,+  V8X 


+  V21 


V2S 


-N2S 


X^sin(^+f)+il-i|MÄ^K''^  +  ^ 


x^-<^+x)  +  MMr.-v 


cos  ( VTX  +  — 


+  V2J 


VTI 


aA'        B('        4)j_3i„(^^7^j],- 


X^sin(|/Il^^)+  ,^  ^j 


vn 


.\ ,  (-:)(-:) . 


Xv^cos(,/IS  +  f)  +  ^^^(A^^cos(,^+^)].-- 


^F^-K^-¥)+^-  ^'^  '■■- 


16  2X"'^"V"'^         8 


V^_^\L+V2. 


^     ( 


X  -7=  cos , 


X 


V2i 


-T4i-f^-¥)+M^"'^ 


a        .s-('^-¥>l'-^ 
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§  7-    Verlauf  und  mechanische  Bedeutung  der  vier  Funktionen 

Aus  den  asymptotischen  Formeln  des  letzten  Abschnittes  ergibt  sich 
unmittelbar  folgender  Satz : 

Die  Funktionen  /i,  /2,  /g,  A,  deren  Ableitungen  nach  3E  und  Integrale 
sind  oszillierende  Funktionen  mit  zunehmender,  resp.  abnehmender 
Amplitude,  welche  oo  —  viele  Nullstellen  besitzen.  Bei  nach  -\-  od 
zustrebendem  reellem  Argument,  erfüllen  die  Abszissen  Xo.  Xo  zweier 

r     r  +  1 

aufeinanderfolgenden  Nullstellen  mit  stets  besser  werdender  Approxi- 
mation die  Näherungsgleichung: 

»•+1  r 

Die  Funktionen  /j,  /2,  I^,  I^,  ihre  Derivierten  und  Integrale  besitzen 
in  3S  =  -|-  OD  und  36  =  o  singulare  Stellen. 

Geht  3£  reell    nach  -f~^>    so  wachsen    /j,  /2,  -r^»  -txt»    I/x^X, 

«X     «3t     J 

1  72(3^36  über  alle  Grenzen,  während  /g,  /i,  -7^»  — ^j   j  I^ddi,    \  /i^di 

nach  Null  abnehmen.  Über  den  Verlauf  dieser  Funktionen  in  der  Nähe 
von  36  =  o  geben  die  Potenzreihen  (16),  (17),  (29),  (30),  und  (31)  bis 
(38)  des  §  5  Aufschluss. 

Es  ist,  für36  =  o  :   /i  :=  o ;          /g  =  o ;      /g  :=  -|-  i ;       fi  =  —  00, 
d/i d  /2 I  .  d  I^ st .  d/i 

I  /i  d^,       I-id'^,    I  I^d'$.  bleiben  endlich  ;       I^dli  =  -|-  <»• 

Diesem  Verlauf   kommt    eine  wichtige   mechanische  Bedeutung  zu. 

Die  fünf  Spannungskomponenten  o^  ■>  Oy  ,  t,  Gxz      ,  Oyg        hängen  von 

d-  V  L         h 

den  vier  Grössen — ,  i>', — ,    V   ab;*)    letztere    sind   durch  -T^,,..-=r; 
XX  XX 

Tv  >  •  •  •  T^  ausgedrückt.  **)    Für  36  =  o  bleiben  -^  und  tt  endlich,  weil 

dx       dx  '  36         36 

/i  und  /2  in  36  mindestens  vom   i .  Grade  sind ;  ebenso  -p^  und  — „  • 

ax  ax 


*)  Siehe  die  Formeln  (15)  und  (8)  des  §  3. 
**)  Siehe  die  Formeln  (29)  und  (30)  des  §  4. 
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Dagegen   werden  für  X  =  o  die    Quotienten  -^  und  -^   unendlich,    da 

/g  und  I^  nach  -|-  i ,  resp.  —  oo  zustreben ;  desgleichen  geht  in  36  =  o  -j^ 

nach  +  00 .  Es'  folgt  also,  dass  für  einen  bis  zur  Spitze  reichenden 
(geschlossenen)  Kegel,  die  Funktionen  I^  und  /^  in  der  Spitze  (36  =  o) 
unendlich  grosse  Spannungswerte  bedingen.  Aus  physikalischen  Gründen 
soll  dies  aber  nicht  zutreffen.  Dieser  Forderung  kann  nur  entsprochen 
werden,  wenn  im  Falle  des  geschlossenen  Kegels  die  Integrale  I^  und  /^ 
überhaupt  nicht  vorkommen,  d.  h.  wenn  in  den  Formeln*) 

1/  = -p. [^2  A  —  w  h  -\-  w  -4  —  ^3  -u]  '} 

Cg  =  C^  =  o  gesetzt  wird.  Beim  zentrisch  durchbrochenen  Kegel  hin- 
gegen kommen  alle  vier  Integrale  nebeneinander  vor.  Der  Einfluss  einer 
zentralen  Bohrung  kommt  also  in  den  Integralen  /g  und  /^  zum  Ausdruck. 

Aus  der  physikalischen  Anschauung  ist  eine  weitere  Folgerung  zu 
ziehen.  Bei  einem  zentrisch  durchbrochenen  Kegel  grosser  Dimensionen 
werden  die  Spannungen  in  Punkten,  welche  von  der  Spitze  weit  entfernt 
sind,  durch  das  Vorhandensein  einer  zentralen  Bohrung  kaum  beeinflusst 
werden.  Mit  andern  Worten,  es  werden  die  Spannungen  für  den  durch- 
brochenen Kegel  in  jenen  Punkten  mit  den  Spannungen  eines  undurch- 
brochenen Kegels  gleicher  Dimension  unter  sonst  gleichen  Umständen 
fast  genau  übereinstimmen.  Dies  erfordert,  dass  die  durch  die  Bohrung 
eingeführten  Integrale  /g,  I^  für  3£  =  -f-  oo  sich  einer  linearen  Kombi- 
nation der  zwei  ersten  /j,  I<i  unbegrenzt  annähern.  Es  steht  uns  aber 
durchaus  frei,  so  zu  verfügen,  dass  diese  Kombination  gerade  =  O  wird; 
dies  ist  für  die  numerische  Berechnung  von  Vorteil. 

Darin  liegt  die  mechanische  Begründung  der  in  §  5,  Gl.  (26)  ge- 
wählten Definition  für  /g  und  7^. 


*)  Siehe  die  Formeln  (29)  und  (30)  des  §  4. 
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§  8.    Die  partikulären  Integrale  der  nichthomogenen  Haupt- 
gleichungen. 

Den    allgemeinen  Integralen  der  homogenen  Gleichungen  sind  die 
partikulären  Integrale  der  nichthomogenen  Gleichungen*) 

(1)  L{^)-K^V=cp{x), 

(2)  L[V)-K^^^^{x). 

zu  addieren.  Prof.  Meissner  hat  gezeigt,  dass  für  die  Kegelschale  mit 
konstanter  Wandstärke  die  partikulären  Integrale  von  (i)  und  (2)  ele- 
mentar sind.**) 

I.   Unbelastete  Kegelschale. 

X  =  o;     Z=  o;     $0^  =  0. 
Hier  ist : 

X 

F{x)  ■=  I  (X  sin«  -|-  ^cos d)  xdx  =  Konstante, 

12(1  —  v^\ 

<P {x)  =  -f~h Konstante  =  Mo ;     tlfix)  =  o. 

Eh^  cos  a 

Der  Ansatz 

(3)  ^  =  4;    ^'=^ 

liefert  eine  Lösung  von  (i)  und  (2).  Die  Faktoren  A  und  C  ergeben 
sich  aus 


*)  Hierin  ist: 


,    12(1  —  1'*)  „  EXxnsa 


/4»     '       V  //* 
Siehe  Gleichungen  (i)  und  (2)  des  §  5. 
Im  folgenden  schreiben  wir  symbolisch 

wobei  in  den  geschlossenen  Polynomen  auf  der  rechten  Seite  stets  mehrere  Afund  N 
ausbleiben,  je  nach  Belastungsart. 

**)  Meissner.   Physikalische  Zeitschrift  19 13.    Seite  348,  §  9,  ferner  Meissner, 
Vierteljahrschrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft.     Zürich  1914.     Seite  41. 


A  =  + 
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Äf„  Konstante 


Kl  K-i  Eh  tang-  a  cos  a 

^'^'  _       Mo      _       Konstante 

Kx  h^  sin  a 

In  verschiedenen  Fällen  besitzt  die  Konstante,  auf  welche  sich  F  [x) 
bei  der  unbelasteten  Schale  reduziert,  den  Wert  o ;  die  partikulären  Inte- 
grale kommen  dann  überhaupt  nicht  vor. 

2.  Belastung  des  Kegels  durch  konstanten  Oberflächendruck  p. 
p  =  spezifischer  Druck  pro  Flächeneinheit,  von  aussen  nach  innen 
positiv  gerechnet.*) 

X  =  o;     Z=-f/;     aK  =  o. 

Es  wird  demnach: 

F{x)  =  j  (X  sin  a  -\-  Z  cos  a)  x  dx  =  p  cos  a f-  Konstante . 

Die  untere  Integrationsgrenze  und  die  damit  verbundene  Konstante 
hangen  davon  ab,  ob  der  Kegel  in  der  Mitte  offen  oder  bis  zur  Spitze 
geschlossen,  ob  er  am  inneren  oder  am  äusseren  Rande  gestützt  ist 

w  (x)  =  -y^ {p  cos  a 1-  Konstante  ]  =  M^ -{- M^  x^ ;  ^(x)  =  o. 

Fh^cosa  \  2  /  ^^ 

Durch  den  Ansatz**) 
(5)  ^  =  --^Bx;     V=C-i-Dx' 

X 

kann  den  beiden  Gleichungen  (i)  und  (2)  genügt  werden.    Die  Faktoren 
A,  ß,  C,  D  sind  aus 

Mn  Konstante 


A 


'    KiK.2  Eh  tang^  a  cos  a 


/?_        3^2         ,3  P 

B=  __-_  =  + 


KiKi  2  Eh  tang^  a 

(6) 

Mn  Konstante 


D=  — 


Kl  li-  tang  a  cos  a 

M.  p 


Kl  2  ti-  tang  « 

zu  berechnen. 


*)  Über  das  Vorzeichen  von  X,  Z  und  3Ä  siehe  §  2  unter  c). 
♦*)  Meissner.     Physikalische  Zeitschrift  19 13.     Seite  348. 

Dubois,  Fesdgkeitsberechnungen. 
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Ist  der  Kegel  bis  zur  Spitze  geschlossen,  so  wird  die  Integrations- 
konstante in  F{x)  gleich  o.  Die  partikulären  Integrale  reduzieren  sich  zu 
^^Bx\      V=DxK 

3.  Belastung  des  Kegels  durch  sein  Eigengewicht,  oder  durch 
axiale  Trägheitskräfte,  welche  von  einer  translatorischen  Bewegung 
des  Kegels  in  Achsenrichtung  herrühren. 

33  =  axiale  Beschleunigung  in  cm/sec^, 

y 
u  ■=  —  =  spezifische  Masse  des  Materials  in  kg  sec^/cm^, 
g 
(y  kg/cm^  =  spezif.  Gewicht ;  g  cm/sec^  =  Erdbeschleunigung) , 

X  =  33  ,</  ^  sin  a ;     Z  =  Sld  f^  h  cos  « ;     3)^  =  o . 
Mit  der  abkürzenden  Bezeichnung 
b  =  S!d  [i  h  (Dimension  von  b  =  kg/cm^  =  Dimension  eines  spezif.  Druckes) 
wird : 

X  =  <5  sin  «  ;     Z  =  b  cos  a;     3/^  =  o ; 
folglich : 

X  X 

F{x)  =  I  (X  sin  a  -\-  Z  cos  a)  x  d x  =■   I  (^  sin^  a  -\-  b  cos^  n)  x  dx  = 

= f-  Konstante, 

12  (i  p^)  /bx^  \ 

(p  (x)  =  -=^^ ' >-  Konstante )  =  Mo -\-  M^  x"^ ; 

Eh^  cos  a  \  2  ] 

—  {2-Vv) 

tp {x)  = ^2 - — '  bsinax  =  NiX. 

Die  Lösung  von  (i)  und  (2)  ist  durch  den  Ansatz*) 
d-  =  --\-Bx;      V=CA-Dx^ 

X 

dargestellt.      Den  Faktoren  A,  B,  C,  D  sind  die  Werte 
Mo  Konstante 


^=  + 


Kx  K2  Eh  tang^  a  cos  a 


B=        3  ^2  ^1  ^    .    3  ^ (2  4-  v)bcosa^ 

Kl  K2  K^  2  Eh  tang^  a  cos  a  Eh 

- Mo  Konstante 

Kx  h'^  sin  a 

Z>  =  —   ^  ^ 


Kx  2  h^  sin  a 

beizulegen.     Für  den  geschlossenen  Kegel  ist  wieder  A  =  C  =  o. 

♦)  Meissner.     Physikal,  Zeitschrift.     Loc.  ciL 
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4-  Belastung  durch  Zentrifugalkräfte :  der  rotierende  Kegel. 

(o  =  Winkelgeschwindigkeit ;   u  =  spezif.  Masse ;  r  =  x  cos  a  =  Radius. 

X  =  {^u /iüj'^r)  cos  a^ -]- ex  cos  a;  Z=  —  {f/Aw^r)sma  =  —  tf;irsina; 

9K=o. 

{c  =  fj  lo^ /i  cos  a  in  kg/cm^;    Z' negativ,    weil    von    innen  nach    aussen 

gerichtet.)*) 

Hier  ist : 

X  X 

F{x)-=-     {^s\x\.a-\-Z  cos  OL)  xdx=-  |  (t;ircos«sinor — c  x  smacosct)  x  d  x  ■= 

=  Konstante. 

cp {x)  =  ^i,~^^ Konstante  =  J/« ;    xp{x)  =  ~,'tc cos ax^-  =N<,x''. 
Ehr  cos  a  h^ 

Es  sind  zwei  partikuläre  Lösungen  zu  finden  mittelst  des  etwas  ab- 
geänderten Ansatzes**) 

^  =  --\-Bx''\      V=C-{-Dx, 
x 


worin 


Mo  Konstante 

A  =  -\- 


Kx  Kl  Eh  tang2  «  cos  a 

D  ^2  (3  +  v)     cos  a 

Ä  2  E  h       tang  a 

Mq  Konstante 
Kl  h^  sin  a 


C=  — 


D  =  —  ^^^  =  —  -  /A±Z.V  ^°^ " 


K1K2  4  \i  —  v^J    tang^a 


*)  Über  das  Vorzeichen  von  X,  Z,  ?Dl,  siehe  §  2,  c), 

**)  Meissner,     Physikal.  Zeitschrift.    Loc.  cit. 
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§  9-   Grenzfälle  der  ebenen  Platte  und  des  Zylinders. 

I.  Ebene  Platte,    r,-  =  Innenradius,  r^  =  Aussenradius. 
Für  die  ebene  Platte  gelten  sämtliche  Gleichungen  des  §  2  mit  «  =  o 
weiter.  Für  konstanten  Oberflächendruck  erhält  man  die  Hauptgleichungen : 

12  (I  —v'')p 


(0    ,r^^'-^-='-^^^^^=^ax^^b 
X  E  h" 


(2)     F=o 


Ek^ 


b  = 


_i-«r?   t) 

t)  Stützung  am  Aussenrand.         ff)  Stützung  am  Innenrand. 
dazu  das  bekannte  vollständige  Integral  *)  **) 

^  =-x''  -\--x{2  Log  X  —  i)-^ x^ 

8  4      •  2  X 

Die  Spannungen  berechnen  sich  aus 

F{x)_ 

hx 


a^   =  o  ;    ff 


Vo 


o  ;  r  = 


(3) 


Oxz  =   ~ 


-r^\  X    2 


^y^max  ~ 


px^ 
P(x)  =  - h  Konstante, 


Konstante  = 


iß 


XJ  2 


2 

prl 


Stützung:  aussen 


innen 


wobei  es  zweckmässig  ist,   zunächst  die  zwei  Hilfsausdrücke 

(4) 


9'  =  \■l>x-  +  -A^^ZX■^^)+^-% 

04  2  X 


für  sich  numerisch  zu  bestimmen. 


*)  Bach.    Elastizität  und  Festigkeit.    Berlin.    Springer. 
**)  Man  beachte,  dass  wegen  'a  =  X  x  =  0  für  a  =  o ,  und 


Lim 


/. 


Lim    1^1 Lim    1 X  | . 


Lim 


Lim   1^1 


Lim    I        1    1    .  X 
2 


/s    =4-1; 


-i  +  a 


das  allgemeine  Integral  Cj  — ( von  (i)  bis  auf  eine  Konstante  nichts  anderes  ist  als 


Lim 

3e  =  o 


E 
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Konstantenbestimmung. 

a)  Ebene  Platte  mit  zentraler  Bohrung,  am  Axossenrande  frei  auf- 
liegend, Innenrand  frei  *) 


C2  = Q  ^  ^  H 2 i  Log  —.  ■ 


Sonderfall:  vollwandige  ebene  Platte 

ri  =  o;  b  =  o;   Ci  = j rl;  63  =  o. 

1+^4 

dj  Ebene  Platte  mit  zentraler  Bohrung,    am  Aussenrande   gestützt; 
Aussenrand  eingespannt,  Innenrand  frei.  *) 


X  j  f^  rl  Log  rl  4-  r',  Log  r?  j], 
ö         r*  r?         [2,1—^2  2  T       ''»1 

Sonderfall :  vollwandige  ebene  Platte 

r,-  =  o ;    b  —  o;     Q  = rl;    €2=0. 

4 

cj  Ebene    Platte    mit    zentraler    Bohrung,   am   Innenrande    gestützt. 
Innenrand  eingespannt,  Aussenrand  frei.  **) 

4  „2  ,   I  - *^  „2 1  I  4- y  14-»'  i+y 

(7)  xjr^Logr^  +  i^rfLogrjjj 

T  I  ..  »' 


r  —      ^       ^ 


r'  -\- 

♦)  Siehe  Ensslin.    Dinglers  Polytechn.  Journal  1904,  Heft  41,  S.  651. 
♦♦)  Ensslin.    Loc.  cit   S.  668. 


54 

2.  Zylinder.    Zylinderradius  =  r. 

Für  «  =  90"  geht  der  Kegel  in  einen  unendlich  langen  Zylinder 
über,  mit  im  Unendlichen  gelegener  Spitze,  und  im  Endlichen  gelegenem 
Grundkreis.  Die  Gleichungen  des  §  2  gelten  wegen  tang  «  =  od  ,  ;r  =  00 
nicht  mehr  ohne  weiteres ;  die  neuen  Gleichungen  ergeben  sich  durch 
Grenzübergang,  oder,  wie  hier  durch  direkte  Ableitung. 

Die  Abszisse  sei  von  dem  im  Endlichen  liegenden  Zylinderende 
aus  gemessen.  *)     Sie  werde  mit  x  bezeichnet. 

Belastung  des  Zylinders  durch: 

1.  Oberflächendruck  p,  von  aussen  nach  innen  positiv. 

2.  Axialkraft  P;   P  als  Zug  positiv,   als  Druck  negativ. 
Grundgleichungen.  **) 

a)  Deformationsgleichungen : 


(8) 


Ex  =  Konstante  ;      £„   = 
__      (P^  _ 


b)  Elastizitätsgesetz 

E     ,       .  .  E 


o^_  = 


(9) 


cj  Gleichgewichtsgleichungen : 

P 

Gx 7  =  o  (Komponentensumme   in  ;ir- Richtung), 

^^^^    7^('^^^)+^^J'o+^  =  o(  •  in   r-        *       ), 

-z—  {h^ Gxz    J  —  ökr  =  o  (Momentengleichg.  f.  d.  Meridianebene). 
Aus  (8),  (9),  (10)  folgt  die  Hauptdifferentialgleichung  in  ^:***) 


*)  Statt  von  der  im  Unendlichen  gelegenen  Spitze  aus. 

**)  Es  werden  genau  die  gleichen  Bezeichnungen  wie  beim  Kegel  beibehalten, 
und  in  konsequenter  Weise  die  Verschiebung  ^  wie  dort  von  aussen  nach  innen 
positiv  gerechnet. 

***)  Vergl.  Stodola,  Dampfturbinen,  4.  Aufl.,  Seite  596;  ferner  Föppl,  Vorlesungen 
über  technische  Mechanik,  Bd.  V,  Seite  253. 
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(")  ^        +       rV.^        ^-        Eh^       Y^'rT^rhr 

Das  vollständige  Integral  derselben  lautet: 


h      P 


r-   I 


-\-  e      ^  ( C3  cos  a  X  -{-  C4  sin  ax) 
mita  =  |/^^^~/''^*)  **) 


und  daraus  berechnen  sich  die  Spannungswerte 


<T^    = 


h  d 


(13) 


I  —  v'- 


I  _  yä 


Von  Wichtigkeit  für  den  Vergleich  mit  dem  Kegel  ist  der  Fall 
des  in  X  ^  o  (Zylinderende)  vollkommen  eingespanriten  Zylinders,  Die 
Randbedingungen  sind  dann : 


I.  Für  X  =  00  (qo   fernes  Zylinderende) 


Lim 

X  =  00 


Lim 


'Ho 


=  —  -/  (Kesselformel) ;     


Lim 
X  =  00 


=  o; 


=  o, 


2strh    x  =  oo 
Lim 

X  =  00        y^max 

2.  Für  X  =  o.     Verdrehung  ^^  =  ^'  =  o. 

3.  Für  X  =  o.     Radiale  Deformation  ^  =  o. 

Diesen  Forderungen  entsprechen  die  Konstantenwerte: 

r2  I  /  V   P 

womit  für  t  der  Ausdruck 


=  0, 


*)  Vergl.  Stodola,  Dampfturbinen,  4.  Aufl.,  Seite  596,  Gleichung  (16);  Föppl, 
Vorlesungen  über  technische  Mechanik,  Bd.  V,  Seite  253. 

**)  Man  beachte  die  Ähnlichkeit  des  allgemeinen  Integrals  in  (12)  mit  den  im 
§  6  entwickelten  asymptotischen  Formeln. 
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folgt.    Für  die  Spannungen  gelten  die  Formeln: 

P 

^^ö  — 7 

"       2sr.rh 

Gy    = k\i  —  e~°'^ (cos a X  -f-  sin « x) [  -\-  v- 


ßy  —  /V      J   X  C  I  V-Vyo    LA    .^  I  •JXi.X    I.A.   ^\.t  1  p-     »^  — 

"  r  29irh 

(15)    ^  = T,k  i\  a^  e         cosax  k  =  —  —  (p-\ ; 

^  121  —  p^  k  £\f    '   2  sir 

^  z.  »     2    — ax  /  .  N 

k  2  a''  e        (cos  a  X  —  sm  «  x) , 


21  —  z^ 

h_E_ 
21  —  ?/ 


^y^max  ^^  ^  T  ^^ 72  ^  2  «^  ^         ^  (cos  «  X  sin  OT  x)  . 


Kapitel  3. 
Behandlung  von  praktisch  wichtigen  Belastungsfällen. 

§  10.  Die  Eleme7itarf'dlle. 
Die  einfachsten  BelastungsfälJe  sind  diejenigen,  wo  die  Belastungs- 
funktionen X(;r),  Z{x)  und  3iR(;r)  nicht  vorkommen,  und  der  Kegel  nur 
durch  Randkräfte  und  -Momente  beansprucht  ist.  In  diesem  Falle 
werden  häufig  auch  die  partikulären  Integrale  in  d^  und  V  ausbleiben. 
Die  am  Innen-  bezw.  am  Aussenrand  angreifenden  Kräfte  und  Momente 
lassen  sich  auf  sechs  Komponenten  reduzieren: 
Innenrand:     Zugkraft  7?,- normal  zum  Endquerschnitt,  Schubkraft  5,-,  meri- 

dionales  Biegungsmoment  Mi. 
Aussenrand :  desgl.  Zugkraft  Ra,  Schubkraft  R^,  meridionales  Moment  il^. 
Diese    sechs  Grössen  müssen  miteinander  statisch    verträglich  sein, 
es  sind  also  nur  fünf  von  denselben  willkürlich  wählbar. 

Statt  dieser  sechs  Randlasten  kann  man  auch  das  äquivalente,  für 
praktische  Anwendungen  geeignetere  Lastsystem  einführen: 
Innenrand :     Über    den  Umfang    gleichmässig  verteilte  Horizontalkräfte, 
vom  Betrage  Hi  pro  Längeneinheit;  Vertikalkraft  (2,-,  Bie- 
gungsmoment Mi. 
Aussenrand :  Über  den  Umfang    gleichmässig   verteilte  Horizontalkräfte, 
vom  Betrage  H^  pro  Längeneinheit ;  Vertikalkraft  Qa ,  Bie- 
gungsmoment /„. 
Die  mechanische  Kompatibilität  dieser  sechs  Grössen  verlangt  Qi  =  Qa , 
und  wir  haben  die  fünf  von  einander  verschiedenen  Elementarfälle : 
Kegel  mit  zentraler  Bohrung, 

1.  Randmoment  Mi  am  Innenrand,  Aussenrand  frei, 

2.  Innenrand  frei.  Randmoment  Afa  am  Aussenrand, 

3.  Horizontalkraft  //)  längs  des  Innenrandes,   Aussenrand  frei, 

4.  Innenrand  frei,  Horizontalkraft  //„  längs  des  Aussenrandes, 

5.  Gleichmässig  über  die  Umfange  zsrri  und  2^ra  verteilte  axiale  Last  Q. 
Für   den    bis  zur  Spitze  geschlossenen  Kegel   fallen   i.,   3.  und  5. 

weg,  und  es  kommen  nur  zwei  Elementarfälle  in  Betracht : 

aj  geschlossener  Kegel,  Randmoment  Ma  am  Aussenrand, 

dj  »  »        Horizontalkrafl  //„  längs  des  Aussenrandes. 
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Kegel  mit  zentraler  Öffnung. 


y-n^/ZJ. 


Kegel  bis  zur  Spitze  geschlossen. 
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Kegel  mit  zentraler  Bohrung. 
I.  Belastungsfall. 

Kegel  mit  zentraler  Öffnung;  Randmoment  Mi  am  Innenrand,  längs 
des  Umfange s  gleichynässig  verteilt;  Aussenrand  vollkommen  frei. 
X  =  ^  =  3Ji  =  o ;  F{x)  =  o ;  keine  partikulären  Integrale  in  ^  und  V. 

Formeln. 
31  =  kx;    ^'  =  ^- ^^      /^^^  =  y-  f ^^X, 

h       T.  7      TT,        ,  ^     ^ 

cr^^  =  —  F;    (T^,^  =  /ü  K    4-  o ;    r  = tang  a  —  o ; 


I  —  v^\  X     2        '  ""»^  I  —  y=  \  ;r  /  2 


^=;r£y   -h^tanga;      £y,  = -^(o-^^  —  ra^^. 

Randbedingungen: 

1 .  Abwesenheit  von  Kräften  am  Innenrand  :  o^  =:  o ,  r  =  o  für  x  =  Xi- 
(i)  V  =^  o  {ür  X  ^=  Xi- 

2.  Statische  Gleichwertigkeit  der    meridionalen  Biegungsspannungen 
Or-z        mit  dem  Randmoment  AL  am  Innenrand. 

(2)  ^=A(^'  +  ^  -)-  =  ®^.-  für  ;r  =  x^. 

I  @3f.  = ^;    «  =  Umfangslänge,    auf   welche  J/,-  bezogen  ist.j 

o 

3.  Abwesenheit    von.  Kräften    am    Aussenrand:    0^^  =  0,    r  =  o 
für  ;r  =  ;r2. 

(3)  F=  o  für  ;r  =  ;r2. 


6o 


4.  Abwesenheit  eines  meridionalen Biegungsmomentes,  daher  Oxz      =  o 


am  Aussenrand. 
(4) 


X 


Mittelst  obiger  Formeln  ausgedrückt,  ergeben  (i),  (2),  (3),  (4)  das 
in   Cx,  C2,  C^,  Ci  lineare  System 

(I)  AC,^  hQ^  /3G  +  ' 

(3)  /i<^i+  /2^2-f  /3G4- 

(4) -(/,'+ 4)  ^^+(^^'+4)  ^^-(^^'+4)^^+ 


VY{r~^)h 


X 


für  X  =  Xi 

»    X  =  Xi 

»    x  =  X2 
>    ^  =■  X2 


aus  welchem  die  vier  Integrationskonstanten  Ci  ...  C^  zu  bestimmen  sind. 

5.  Annahme  über  die  Deformation: 

Der  Innenrand  tritt  bei  statthabender  Deformation  aus  seiner  ursprüng- 
lichen Ebene  nicht  heraus.    (Vertikale  Einsenkung  =  o  am  Innenrand.) 

^  sin  a  -|-  ^  cos  a  =  o    für  x  =  Xi- 


(5)  k  =  -r,e,^sma ^A_ ^x 

X  (^2  1  A  dx  —  dTi     I^dx  -f  Ci  (  hdx  +^3/4  dx\    i\ytx  =  Xx. 

Zahlenbeispiel, 

a  =  29^03'  12",     Innendurchmesser:   2  rx  =  30  cm; 

Aussend urchmesser :   2^2=  150  cm.     Dicke:  /;  =  5,0  cm. 

''1                                                 ^1 
Xi  =  7^^-  =  17,159-1  cm;  ^2  = =  85,795.7  cm;  r  =  0,3 ; 


coso 


cos  a 


}  —  tang« •  2^3(1  —  v'^)  _ 

7i  ~ 


0,367.150.89; 


6i 

h  =  —4.529-1  17-5;      ^2=   +    1,498.4477; 

/g    =    -h   0,021.512.0;      /<=    4-0,035.806.2, 

X,  =  6,3  te  =  -  °'^°7o93.8 :    ^  =  +  1,539-734.2  ; 

'  -^  =  —  0,016.882.8  ;  — ^  =  —  0,006.514.3  ; 

,'/i  =  H-  54,116.462;    /a  =  —  291,288.040; 

/s  =  +  0,000.166.5  \    h  =  —  0,000.250.3  ; 
^2  =  85,795cmJ^/i  ^7, 

3ex  =  3i,5  i^  =  -'9'5^'-^73;    ^  =  -41.634-540; 

^^  =  +  0,000.008.54;    -ty  =  -!-  0,000.054.69. 

Gleichungensystem: 

(1)  —4,529.117.5^14-  1,498,447.7  C2+ 0,021.512  oC'a + 

+  0,035.806.2  Ci  =  o; 

(2)  —  0,591.512.7  Ci  —  0,375.093.0  ^2  +  0,001.765.740  Q  — 

—  0,005.822.436  Ct  =  —  0,110.151.4  'Bm-', 

(3)  -f  54.116.462   (Tj  —  291,288.040^2  +  0,000.166.56^3  — 

—  0,000,250.3  Ci  =  o; 

(4)  +  16,304.698  Ci—  10,675.381  Ca- 0,000.019.204^3  + 

+  0,000.003.717  C^  =  o. 

Lö  sungen : 

Ci  =  —    0,000.048.320.2  3jf.;    €2  =  —    0,000.031.751.7  (gjf.; 
Cs  =  —20,939.204  (gjf.;  ^4  =  +  ^2,575.277  (Sjf.. 

Deformationskonstante: 

i(7x^  =  o ;    (Ty^  =  +  0,498.560  (Bm  (berechnet) ; 
£  =    _j_  0,498.560^=-; 


Xi  =  6,3 


\j/id2i  =  — 11.226;      I /2,3rX  = —  3,310; 
1 13^21  =  +  0,028.22;  j  /4^3£  =  —  0,107.16. 


(5)  /&=  +  13,369^-       (Vergl.  Zahlentafel  5. 
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2.  Belastungsfall. 
Kegel  mit  zentraler  Öffnung;    Innenrand  vollkommen  frei;    Rand- 
moment Ma  am  Aussenrand,  längs  des  Umfanges  gleichmässig  verteilt. 

X  =  ^  =  SJJi  =  o ;  F{x)  =  o ;   keine  partikulären  Integrale  in  ^  und  V. 

Formeln : 
3£    =\x\      I'=K-T,^;     i/dx=      i/dx; 

^    = p ( ^2  A  —  ^1  A  +  ^4-4  —  ^3  -A)  5 

o^^-V;    o,^  =  hV'+o;  r  = -ü^tang«  -  o; 

-El.,.      ^\h  ^  -El    .,,^\h. 


^    ^  2V3(^     ^'^(r,J/,^;r-  rijV2^;t:+  C^hdx—  C^^hdx)\k; 
'%    =^«y„  +  ^tanga;    £y^  = -^  (S»  —  ^^^J' 

Randbedingungen: 

1.  Abwesenheit  von  Kräften  am  Innenrand ;  Ox  =0,  t=o  {üTx  =  Xf 
(l)  V  =  O      für   ;tr  =  ;ri. 

2.  Abwesenheit    eines    meridionalen    Biegungsmomentes,    daher 
a^,,       =  o  am  Innenrand. 


•max 


(2)  1?^'  -f-  ^  —  =  o      für  -^  =  -^1  ■ 

3 .  Abwesenheit  von  Kräften  am  Aussenrand ;  Gx  =:  o  ,  t  =  o  für  x  =  X2- 

V  =  o     für  X  =  X2- 

4.  Statische  Gleichwertigkeit  der  meridionalen  Biegungsspannungen 
mit   dem  Randmoment  Ma  am  Aussenrand. 

-^— 2K'  +  ^-)-=  '^M„     für  X  =  Xi. 


I  =  J''=\  ;r/  2 
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(Sjf„  = 


;   ti  =  Umfangslänge,   auf  welche  Ma  bezogen  ist. 


o 

Bestimmungsgleichungen    für   C^,  Ci,  C3,  Ci  (Umformung    von  (i), 
(2).  (3).  (4).) 


(I) 
(2) 

(3) 
(4) 


AC,-\- 


hC^^- 


hQ^- 


h'  +  v^-±\C,^{h'  -^v-^^C-U,'  +  v^-±]C,+ 


hC,-^ 


hC<t^- 


hC,+ 


h'  -\-v-^)C,-\-\^h'  +v^^C,-\^h'  ^v  -±]C,-{. 


4- 


+  (/3'+r^K4=o 


4- 


+  (/3'+4)G 


74^4  =  0  für  x  =  Xi 

»     X  =  Xi 

74^4  =  0  »   X  =  ;r2 


2\   A 


^2) 


5.  Annahme  über  die  Deformation : 

Der  Aussenrand   deformiert  sich,    ohne   aus    seiner    ursprünglichen 
Ebene  herauszutreten.     Keine  vertikale  Einsenkung  am  Aussenrand. 

^  sin  a  -|-  ^  cos  a  =  o     für  x  ^=  x^- 


{5)  k  =  —  r^Ey^ sina ^-=, X 


X 


(G  I  Ixdx —  Cx  j  Iidx-\-  Ci,  i  73<7;r —  C^  j  hdx^     für  x^=  x^. 


Zahlenbeispiel: 
a  =:  29<'03'  12"  ,  Innendurchmesser:   2^1  =  30  cm; 

Aussend urchmesser :   2  ^2  =  1 50  cm  ;  Dicke  :  h  =  5,0  cm ; 

r  =  o,3      Ä  =  0,367.150.89; 
^7 (Werte  aus  der 
^X I  Funktionentabelle. 

Gleichungensystem: 

(i)  —4,529.117.5(71-1-  1,498.4477  ^2+ 0,021.512.0  G-f 

-f-  0,035.806.2  ^4  =  0, 


Xx=  17,159.15  cm;  X2=  87,795.78  cm; 

Xi  =  6,3;  362=31.5;  I7und 
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(2)  —  0,591-512.7  Ci  —  0,375.693.0  Co  -f  0,001.765.740  Ca  — 

—  0,005.822.436  Ct  =  o , 

(3)  4-54.116.462   Ci  —  291,288.040  6^2 -}- 0'Ooo-i66-5  ^3  — 

—  0,000.250.3  6\  =  o , 

(4)  -|-  16,304.698   Ci —  10,675.381  C2  —  0,000.019.204  6^3  + 

+  0,000,003.717  Ci=  —  0,110.151.4  (Bm„- 

Lösungen: 

^i  =  — 0,007. 695 ©jf^;  <:;  =  — 0,001.431  (Bm^; 
Q  =  —  1,977-28  ^M„ ;    ^4  =  +  0-274.46  <Bm^ ; 

Deformationskonstante: 

/  a^^=  o;     Oy^  =  +  0,527.39  (Bm^  (berechnet); 

^  =  ^2=  87,79578  cm  _    ,    0.27  .o®""«- 

X3=3i,5  ^.„-+0,527.39-^' 

I  C 

\    Id^  —  Werte  aus  der  Funktionentabelle. 

(5)  k  =  -\-  65,412  ^-      (Vergl.  Zahlentafel  6.) 


3.  Belastungsfall. 

Kegel  mit  zentraler  Öffnung.     Horizontalkräfte  Hi  längs  des  Innen- 
randes, über   den  Umfang  gleichmässig  verteilt.     Aussenrand  voll- 
kommen frei. 
X  =  Z^  =  3}i  =  o ;    F{x)  =  o ;    keine  partikulären  Integrale  in  1^  und  V. 

Formeln : 

dir  \    '^ 

de   =lx;     r  =  ?i-z^'>      \Idx  =  —  ilddl; 
dX      J  k  J 


^^         "liQI.-QI,-^  C,h-  C,h); 


*   E 
V  =(Ci/i4-  G/2+  ^3/3  +  ^/4); 

Ox^  = ;     ffy^  =  /^  K    +  o  ;      T  = tang  a  —  o ; 


o„__  = 


X  '^"  X 


'max 


,(^'  +  -  7'    "-.«  =  1^^^  ^*'  +  7  7^ 
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^    = 


2VJ{^~^) 


{C,  \hdx—  C,  \/2äx-{-C^j/,dx—  CJAdx); 


Randbedingungen: 

1.  Statische  Äquivalenz  der  Spannungen  a^  ,  t  am  Innenrande  mit 
dem  System  längs  des  Umfanges  verteilter  Horizontalkräfte  //). 

(i)  Gj;  cos  a  —  7  sin  a  =  ^u.     für  x  =:Xi. 

^H-  = —7  ;     f^i  pro   I  cm  Umfang.  1 

'       I  cm  •  h  1 

2.  Abwesenheit    eines    meridionalen    Biegungsmomentes,    daher 
a,2       ■=  o  am  Innenrand. 


(2)  y-\-v—  =  o     im  X  =  Xi. 

X 

3.  Abwesenheit  von  Kräften  am  Aussenrand:  Gx  =0,  t=o  iü.rx-=X2. 
{3)  F=  o     für  ^  =  Xz- 

4.  Abwesenheit    eines    meridioniilen    Biegungsmomentes,    daher 
flr,,       =  o  am  Aussenrand. 

■^■^ciax 


(4) 


d^'  -{-V  —  =  0     inx  X  =  x^. 


Bestimmungsgleichungen  für   Ci,  C^,  C3,  C^  (Umformung  von  (i), 
(2),  (3).  (4)-) 

(1)  /iC'i+  hCt^  hQ^- 

(2)  -ll,'^r^-^cMh'  +  v^C2-(h'  +  v^Ac,-\- 


(3) 


hC, 


hCi-\- 


hQ  + 


h\^  .  /., .    /l\^    /., ,    h 


(4)  -(I^'Jrr^-^\C,^-U'  +  v^-^^C,-yh'-^v-^]C,+ 


+ 


_  ^       ;ri  cos  a  -,         -_ 
li  Ci  =  -^ ^H-      für  ;ir  =  ;ri 


+  {l.'  +  v^-^Ci  =  o 
-\-  hCi=o 


Dubois,  Festigkeitsbcrechnuiisen. 


»    X  ■=■  Xi 
5 
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5«  Annahme  über  die  Deformation : 

Die  Deformation  des  Innenrandes  findet  ausschliesslich  in  der  An- 
griffsebene der  Kraft  //,■  statt;  keine  Einsenkung  des  Innenrandes  in 
Axenrichtung. 

^  sin  a  -f-  ^  cos  «  =  o     für  ;t:  =  ;ri . 

.            2  V3  (I  -  r')  .. 
k  =  —  ri  Ey^  sm  « — X 

Y.icAlxdx  —  C^  \  I<2,dx-\r  C4  |  Iq dx  —  CA  h dxj     für  x  =  Xi. 

Zahlenbeispiel. 
«=  29**  03'  12".     Innendurchmesser  2  ri  =  30  cm; 

Aussendurchmesser  2  r2  =  150  cm;  Dicke  k  =  5,0  cm; 

o    ^         Q  (?^  =  o,3;   A=  0,367.150.89; 

Xi=  17,159.15  cm;  ^2=85,795-78  cm; 

Xi  =  6,3  3^2=  3 1.5  ilund 


öf/( —  Werte  aus  der 
ddcl  Funktionentabelle. 


Gleichungensystem: 

(i)  —4,529.117.5  Ci-{-  1,498.447.7  C2  4- 0,021.512.0  ^3  + 

-i-  0,035.806.2  C4  =  3,000  @^.; 

(2)  —0,591.512.7^1  —  0,375.693.0   (^2  +  0,001.765.740  Cg  — 

—  0,005.822.436^4  =  0; 

(3)  +54,116-462      Ci  291,288.040   6^2  +  0,000.  166.5    C3  

—  0,000.250.3  Ci  =  o; 

(4)  -f- 16,304.698   Ci — 10,675.381     C2  —  0,000.019.2046^3  + 

-f-  0,000,003.717  Ci  =  o. 

Lösungen: 
Ci  =  -{-  0,000.138.536  (5^.;      (Tg  =  +  0,000.054.587  (5^.; 
(^3  =  +  92,712.55  @^.;  Ci  =  +  28,098.85  ©/f.; 

Deformationskonstante: 

(Tx,  =  +  0,874.17  (Bh;    Oy^  =  —  3,209.50  ©fl- 

^ ,.  (berechnet) ; 

^,=  17.159.15  cm     ,^^  _  _  3,471.75!^^; 

Xi  =  6,3  ^  ^ 


J/^ae— 


Werte  aus  der  Funktionentabelle. 


(5)  k  =  —  7 1 ,266  ^-      (Vergl.  Zahlentafel  7.) 
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4.  Belastungsfall. 

Kegel  mit  zentraler  Öffnung.   Innenrand  vollkommen  frei.   Horizontal' 
kräfte  Ha  längs  des  Aussenrandes,  über  den  Umfang  gleichmässig 

verteilt. 
X  =  Z'=  3JJ  =:  o ;    F{x)  =  o ;  keine  partikulären  Integrale  in  i?-  und  V, 

Formeln : 
3£  =  A;r;      I' =  X-r^;        \  Idx=  —  i  IdH; 


2  V^3  (i v^ 

^   = -p [C^I].  —  Ci I2  -|-  C/^I^  —  C^ I^ ; 

V  =  {C,I,  +  C,I,  4-  G/3  +  G/4); 

Ox„  =  —  V;    Oy^  =  hV  -^  o;    z= tang «  —  o ; 

X  X 


^    =  ^    3(^— y')^^^  l'/i^;^—  (fij/2^;r+  C^^I^dx—  QJlidx)-\-k; 
I    =^£y, -4-^tanga;    £^^  ^  _  (a^^  _  ?/ a^J . 

Randbedingungen: 

1 .  Abwesenheit    von    Kräften    am    Innenrand :    (7_  =  o ,     r  =  o 
für  ;tr  =  ;ri. 

(1)  V=  O      für  ;ir  =  ^1. 

2.  Abwesenheit  eines  äusseren  biegenden  Momentes,  daher  a^z      =  o 
am  Innenrand. 

(2)  ^'^p  —  —  o       {ÜTX  =  Xi. 

X 

3.  Statische  Äquivalenz  der  Spannungen  Gx  ,  z  am  Aussenrand  mit 
dem  System  der  längs  des  Umfanges  angreifenden  Horizontalkräfte  Hg. 

(3)  Gxg  cos  a  —  T  sin  «  =  (Bh^^     für  x  =:  X2. 

<Sh  = — r ;    -f^a  pro  I  cm  Umfang.  | 

^      "       I  cm  • Ä  / 
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4.  Abwesenheit  eines  äusseren  biegenden  Momentes,  daher  a^z      =  o 


am  Aussenrand. 


■d-' -\- V —  =0       {ÜT  X  =  X2. 


Bestimmungsgleichungen  für  Ci,  C2,  C^,  C4.   (Umformung  von  (i), 
(2).  (3),  (4).) 

(1)  AQ\-  hC^^-  /3G4-' 

(2)  _^/,'  +  ^^)c,-f(/x'-f-^'^)a-(//  +  ^^)G  + 

(3)  A<^iH-  hC^-^-  /3G  + 

(4)  _//,'4-^^)c,h-/a'h-^AW,-(//  +  .^)c3  + 


(  + 


74^4  =  0 


+  (^3'  +  ^^K4=0 


+ 


h     C4,      =      -y ©ff. 


für 

X 

= 

Xx 

» 

X 

= 

Xx 

> 

X 

= 

Xi 

» 

X 

= 

X2 

5.  Annahme  über  die  Deformation: 

Die  Deformation  des  Aussenrandes  findet  ausschUessHch  in  der 
Angriffsebene  der  Kraft  //"„  statt;  keine  Einsenkung  des  Aussenrandes 
in  Achsenrichtung. 

^  sin a  -\-  ^  cos  a  =  o     für  x  ^=  x^. 


(5)  k=—  r^By^  sm  a ^ '-  X 


X  iC^i  Iidx  —  Ci  \  I^dx-}-  C4,  \  I^dx  —  C3  I  li dx\     für  x  ^=  x-i 


Zahlenbeispiel : 

a  =  29^03'  12".     Innendurchmesser  2^1  =  30  cm; 

Aussendurchmesser  2  ^2  =  150  cm;   Dicke  h  =  5,0  cm; 

i/  =  o,3;    X  =  0,367.150.89; 

df  /  (  —  Werte    aus   der 
I  und  -r^  „     ,   .  ,    „ 

dx   Funktionentabelle. 


;ri=  17,159.15  cm;    ;ir2  =  85,795.78  cm 
Xi  =  6,3;  X2=3i.5 
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Gleichungensystem: 

(1)  —4,529.117.5     Ci-f  1,498.4477     G  4- 0,021.512.0  Cg-h 

-f- 0,035.806.2  Ci  =  o; 

(2)  —0,591.512.71  (Ti  — 0,375.693.04  (^2  + 0,001.765.740  C3  — 

—  0,005.822.436  Ct  =  o  ; 
(3)4-54.116.462      Ci  —  291,288.040   ^2  + 0,000.166.5  C3  — 

—  0,000.250.3  Ci=  -\-  15,000  @£^; 

(4)  -f  16,304.698      Ci  —  10,675.381      C2  —  0,000.019.204  Q  + 

-f  0,000.003.717  Ct  =  o. 

Lösungen: 

G  =  —0,038.409.1  ©^^;      G=  —0,058.641.2  Bh„; 
G=  —  11,161.032.6  ©jj^;    Ct=  4-4,301.141.6©^^. 

Deformationskonstante: 
((7x,  =  4-  0,874.17  ©^^;   (7y^  =  4-  6,568.77  <Bb, 
^2=  85,795.78  cm  _    1    6  206  :c?  ®^-  (berechnet); 

X  (    .^o    ~~   "I     0,300.^2-^, 

'*2=3i»5  1    ,  -^ 

f   I  /dfX  —  Werte  aus  der  Funktionentabelle. 

(5)  ife  =  -f  787,71  --^-  (Vergl.  Zahlentafel  8.) 


5.  Belastvingsfall. 

Kegel  mit  zentraler  Öffnung.      Über    die   Umfange  ZTir^   und  znr^ 
gleichmässlg  verteilte  axiale  Last  Q. 

X  =  Z  =  ÜJJ  =  o  ;    F{x)  =  Konstante. 

^       A  ^  Konstante 

^  —  —       A  = 


X  E  h  \3iig^  a  cos  a 

Partikuläre  Integrale:*)  mit 

Konstante 

h^  tang  a  cos  a 

Der  Wert  der  Konstante  in  A  und  C  ergibt  sich  aus  der  statischen 

Deutung  der  Gleichung**) 

smahx Ox  4"  ^os ahxi  =  —  F{x)  =  —  Konstante , 

♦)  Siehe  §  8,  Seite  49,  Gleichung  (4). 
♦♦)  Gleichung  (13)  des  §  2,  Seite  6. 
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welche  das  Gleichgewicht  einer  zwischen  der  zentralen  Bohrung  einerseits 
und  dem  Breitenkreis  vom  Radius  r  anderseits  abgegrenzten  Kegelzone 
ausdrückt. 

Q 


Konstante  = 


2  ^  cos  a 


q{x\  —  ;r?)  .      Q  /Dimension  von  ^  =\ 

^  '  2  '  srr^  —  ^rj\  spezifischer  Druck.  / 


Formeln. 


1 


=  lx;     r=\-r^',      \ldx=—\Id'^\ 


F=[+C./.+  C./.+  G/a+G/.]  +  f^^; 

kV  ,  ,.,  ,  hV^  F{x)    . 

Ox  ■= ;    Oy  =  k  V  4-  o;    r  = tang  a  —  7 > 

''o         jf;  '      t'o  I       '  ;^         »  kxcosa 


^^2V3{^-v^j^_^  ^^jj^^^_  c,jl,dx-\-  C,j/,dx-  QJ/,dx]-i- 

+    ^ilrl^    •Lognat;.  +  /^; 
2jCÄtang'^a 

I  =  ^  «yo  +  ^  tang  a ;     «y,  =  ^  (^"V«  —  ^  t.-^„)  • 

Randbedingungen: 

1.  Verschwinden  der  radialen  Kraftkomponente  am  Innenrand,  da 
die  Aussenkraft  dort  axial  gerichtet  und   =  Q  ist. 

(i)  (7a,  cosa  —  Tsina  =  o     iüx  x  =  Xi- 

2.  Abwesenheit  eines  äusseren  biegenden  Momentes,  daher  Gxz,j^f^'=  o 
am  Innenrand, 

(2)  ^'  4-  V  —  =  o     ixur  X  =  Xi. 

X 
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3.  Verschwinden   der   radialen    Kraftkomponente    am  Aussenrand, 
(ähnlich  wie  unter   i.). 


(3) 


Gx  COS  a  —  r  sin  a  =  o     für  x  =^  x^. 


4.  Abwesenheit  eines  äusseren  biegenden  Momentes,  daher  Oxz      =  o 
am  Aussenrand. 


(4) 


^' -\- V —  =0       iÜT  X  =  X2- 


Bestimmungsgleichungen  für   Ci,  C2,  C^,  Ci  (Umformung   von  (i), 

(2).  (3),  (4).) 

(1)  hC,+  /2G+  /3G  + 

(2)  _(/,'  +  ^^y,  +  (//-f-^^)G-(//  +  ^^)G  + 


(3) 


hC,+ 


hC^-V 


hC,-\- 


^^\  /^     I    /  7- f    1        ^l\  /^         In    1        A 


(4)   -(h'  +  v^\C,  +  {h'  ^v^\C,-{h'+v^]C,+ 


+ 


hc,= 


g  {xl  —  xl)  cos^  a 


2         /i^         sin  a 

I  q        {i-v)(x',-x^ 


^(/,'+y-jC,--\-  ^^^^-----^^^^^,^      2  x\ 


q  {xl  —  x^i)  cos^  a 


2         Ä^        sin « 

I  q       {i—v){xi-x\) 


für 

;i:  = 

=  Xi 

» 

x  = 

=  Xi 

» 

X- 

-X<i, 

» 

X- 

=  X2 

2|/3(i_^2)/2tang2a      2  ;r5 

5.  Annahme  über  die  Deformation. 

Aussenrand  in  axialer  Richtung  unverschiebbar,  Innenrand  sich  selbst 
überlassen.     Axiale  Verrückung  des  Aussenrandes   =  o. 

^  sin  of  -|-  ^  cos  a  =  o     für  ;r  =  ;r2 . 


(5)   ^=  —  ^2 £.  sin a  — 


E 


X 


q  (x\  —  ;jr?) 


2  Eh  tang^a 


Log nat Xi',    x  ■=  x^. 


72 


Zahlenbeispiel. 


a  =  2C)^  03'  12"  ;  Innendurchmesser  2  ri  =  30  cm ; 

Aussendurchmesser  2^2  =  150  cm;  Dicke  h  =  5,0  cm. 

(?/  =  o,3;    A  =  0,367.150.80  ; 
^1=  17,159-15  cm;  ;ir2=  85,79578  cm;  J  '^  '     ^     /' 

y  .      _  y  \  j       .  clI  I  —  Werte   aus    der 

(  d"^  \  Funktionentabelle. 


Gleichungen  System: 

(i)  —4,529.117.5     Ci  +  1,498.447.7  6; +  0,021.512.0  C3  + 

-j-  0,035.806.2  (^4  =  —  194,410.811-^; 

(2)  —0,591.512.71  (Ti  — 0,375.693.04  (^2  + 0,001. 765. 740  G  — 

—  0,005.822.436  Ci  =  +  1,647.371.^; 

(3)  +54,116.462     d  —  291,288.040(^2-1-0,000.166.5(^3  — 

—  0,000.250.3  C4  =  —  194,410.811  -q; 

(4)  -f    16,304.698         Ci—   10,675.381    6^2  —  0,000.019.204   Cg-f- 

4-  0,000.003.717  6;  =  +  0,065.895.^. 

Lösungen: 

G  =  4-0,494.158.^;      ^2=  4-0,757.826-^; 
G=  —  5-549>ii4-^;      <^4  =  —  2.064,886-^. 

Deformationskonstante: 

(cr^„=  4-  3,495 -^i    cry^  = —  85,060-^  (berechnet); 
^2  =85,795.78  cm  __  86,108^; 

x.  =  3i,5        y:        '    ^' 

f     Id"^  —  Werte  aus  der  Funktionentabelle. 

(5)  k-=  —  20.233,1  .^.  (Vergl.  Zahlentafel  9.) 
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Kegel  bis  zur  Spitze  geschlossen. 
I.  Belastungsfall. 

Geschlossener  Kegel.     Randmoment  Ma  am  Aussenranä,   längs   des 

Umfanges  gleichmässig  verteilt. 
X  =  ^  =  3Ji  =  o ;   F{x)  ■=■  o  ;  keine  partikulären  Integrale  in  ^  und  V. 

Formeln: 

X    =Lx;     /'=  Ä  ^;      {idx  =  ^  C/dl; 
dx       J  t.  J 

hV               ,  ^^,  ,                      hV 
G^^= ;    (7y^  = // F  -f  o ;     r  = tang«  — o; 

'Q    =  ~     ^  ^^~  '''-  [a  f/i  dx  -  C,j/,dx]  -f  >^; 

c    =,rf,^  +  ^tangß;     e,^  = -^{Oy^  — va^). 

Randbedingungen: 
I.  u.  2.   Endlichbleiben  der  Spannungen  in  der  Spitze  (;p  =  ;ri  =  o). 
(i)  u.  (2)  Ci  =  o;      Ci  =  o.*) 

3.  Abwesenheit    von    Kräften    am  Aussenrande ;    Ox^  =  o ,    r  =  o 
für  ;ir  :=  ;r.2. 

(3)  F  =  o     für  .r  =  X2. 

4.  Statische  Gleichwertigkeit  der  meridioncden  Biegungsspannungen 
mit  dem  Randmoment  Ala  an^  Aussenrand. 

y -X-v—\— =^  ^ii       iuT  X  =  X2. 
X     2  " 


6 

*)  Vergl.  §  7 


I  —  v'^X  X  /  2 


M  \ 

(gjf  = — ;    u  =  Umfangslänge,  auf  welche  Ma  bezogen  ist.  j 
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Bestimmungsgleichungen  für   Ci  und   C^ 

(3)  A   <^l4-  /2  6^2  =  0  fÜTX  =  X2 

5.  Annahme  über  die  Deformation. 

Der    Aussenrand    deformiert    sich,    ohne  aus   seiner    ursprünglichen 
Ebene  herauszutreten ;   keine  vertikale  Einsenkung  am  Aussenrand. 

^  sin  a  -|-  ^  cos  a  =  o     für  ;tr  =  X2. 


2  r  ^  ( I  —  P^)  r       C  r  ~\ 

(5)  k^=  —  f'i^ifo  sin« — -yC^  \  Iidx —  Ci\  IzdxX  iürx  =  X2' 


Zahlenbeispiel : 

a  =  29**  03'  12";  Aussendurchmesser  2  ^2  =  150  cm; 

Dicke  /2=5,ocm;  ?/ =  0,3  ;  X  =  0,367.150.89. 

J    T 

;tr2=  85,795.78  cm;  9£2=3i>5;  ^^^<i-rv — Werte a.d. Funktionentabelle. 

dX 


Gleichungensystem: 

(3)  +  54,116.462  Cx  —  291,288.040  6^2  =  0; 

(4)  4-16,304.698(71—10,675.381     Ca  = —0,110.151.41  @3f. 

Lösungen : 
Cx  =  —  0,007.691.5  @^/;     C2  —  —  0,001.428.9  @jif. 

Deformationskonstante: 

[g^^  =  o;    Gy^=-\-  0,527-395  ©Jf  (berechnet) ; 
^.  =  85,795.78  cm  _^  ^^5,7  3^5^. 

*2=   31.5  ^  ^ 


Id^  —  Werte  aus  der  Funktionentabelle ; 
(5)  ^=  _|_  65,380^-  (Vergl.  Zahlentafel   10.) 
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2.  Belastungsfall. 

Geschlossener  Kegel.     Horizontalkräfte  Ha  längs  des  Aussenrandes. 
X  =  z?"  =  SJ?  =  o ;  F{x)  =  O ;   keine  partikulären  Integrale  in  ^  und  V. 

Formeln : 
3£    =}.x;    r=l^,     j/dx  =  yf/dl; 

hV               ,  _.,  ,                     hV 
Ox„  = ;    Gy^=  kV  +0;  T  = tang «  —  o  ; 


Randbedingungen: 
I.  u.  2.   Endlichbleiben  der  Spannungen  in  der  Spitze  {x  =  Xi-=^  o). 
(i)  u.  (2)  Q=o;      Ci  =  o. 

3.  Statische  Äquivalenz  der  Spannungen  g^  ,  t  mit  der  Horizontal- 
kraft Ha  am  Aussenrand. 

(3)  ö'a;  cos  a  —  r  sin  a  =  @b-^     für  ;r  =  ;r2 ; 

^H  = ^^ ;     Ha  pro   I  cm  Umfang. ) 

"        I  cm  '  h  j 

4.  Abwesenheit  eines  äusseren  biegenden  Momentes,  daher  Gxz       =  o 
am  Aussenrand. 

(4)  d-' -{-p— =  o     für  X  =  X2. 

X 

Bestimmungsgleichungen  für   Ci  und  C2. 

(3)  ACi-j-  hC2  =  — ^ — ^Ha  iyxxx  =  X2 

(4)  — (/2'4-^^)G  +  (/l'+^^)a=0  *      X  =  X2 
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5.  Annahme  über  die  Deformation. 

Die  Deformation  des  Aussenrandes  findet  nur  innerhalb  der  An- 
griffsebene der  Kraft  //„  statt.  Keine  Einsenkung  des  Aussenrandes  in 
Achsenrichtung. 

^  sin a  -f~  ^  c<^s  «  :=  o     für  x  =^  x^. 


(5)  ir  =  —  rafy^sin« — ÄCAl-^dx — CAhdxX  {ütx  =  X2- 

Zahlenbeispiel: 

a  =  29*^03'  12";    Aussendurchmesser  2^2=  150  cm; 

Dicke  /^  =  5,0  cm;    p  =  o,^;    A  =  0,367.150.89. 

;r2=  85,795.78  cm;  362=31,5;  lund-j^ — Werte a. d. Funktionentabelle. 

Gleichungensystem: 

-f-  54,116.462  Ci  —  291,288.040  6^2  =  4-  15,000  (Sj?; 
-f  16,304.698  Ci  —    10,675.381  C2  =  o. 

Lösungen: 

Ci  =  —  0,038.385.4  Bh;    C^  —  —  0,058.626.7  <Bh- 

Deformationskonstante: 

\Ox^=  -\-  0,874.15  @^;    Gy^  =  +  6,566.10  <Bn 

^2=  85,79578  cm  L^   _  +  6,303.86%;  (berechnet); 

3^2=  31,5  "  ^ 

1  j  Id'3i  —  Werte  aus  der  Funktionentabelle. 

k—-\-  787,20-^-  (Vergl.  Zahlentafel  11.) 


Sil.     Zusammenzesetzte  Belastun^s fälle. 

Im  folgenden  sind  für  den  praktisch  wichtigsten  Fall  des  konstanten 
Oberflächendruckes  diejenigen  Belastungs-  und  Stützungsmöglichkeiten 
behandelt,  die  für  die  Technik  am  meisten  Bedeutung  besitzen.  Als 
solche  wurden  berücksichtigt : 


n 

a)  Stützung  am  Aussenrande. 

I.  Kegel  mit  zentraler  Bohrung.  (Behälterwand,  Zylinder- 
deckel, Zwischenboden  bei  Aktionsdampfturbinen.) 

1 .  Konstanter  Oberflächendruck  p ;  Innenrand  frei,  Aussenrand  frei 
aufliegend. 

2.  Konstanter  Oberflächendruck  ^ ;  Innenrand  frei,  Aussenrand  voll- 
kommen eingespannt  (Verdrehung  =  o,  radiale  Ausdehnung  =  o), 

3.  Konstanter  Oberflächendruck  / ;  Innenrand  frei,  Aussenrand  teil- 
weise eingespannt  (Verdrehung  =:  o,  radiale  Ausdehnung  un- 
gehindert). 

II.  Kegel  bis  zur  Spitze  geschlossen.  (Behälterwand, 
Zylinderdeckel). 

1.  Konstanter  Oberflächendruck  p;  Aussenrand  frei  aufliegend. 

2.  Konstanter  Oberflächendruck  p;  Aussenrand  vollkommen  ein- 
gespannt (Verdrehung  =  o,  radiale  Ausdehnvmg  =:  o), 

b)  Stützung  am  Innenrande.  (Dampfmaschinenkolben.) 

1.  Konstanter  Oberflächendruck  /;  Innenrand  frei  aufliegend, 
Aussenrand  frei. 

2.  Konsteinter  Oberflächendruck  p\  Innenrand  vollkommen  ein- 
gespannt (Verdrehung  =  o,  radiale  Ausdehnung  =:  o)  Aussen- 
rand frei. 

Bei  solchen  zusammengesetzten  BelastungsföUen  ist  es  vorteilhaft,  von 
der  Eigenschaft  Gebrauch  zu  machen,  dass  die  Difierentialgleichungen 
des  Problems  linear  sind.  Man  braucht  daher  bei  dem  durch  konstanten 
Druck  belasteten  Kegel  mit,  respektive  ohne  Bohrung  nur  je  einen  Be- 
Icistungsfall  in  der  bisherigen  Weise  zu  berechnen.  Ein  beliebiger  Be- 
lastungsfall ergibt  sich  dann  durch  Superposition  dieses  einen  Belastungs- 
falles mit  einem  oder  mehreren  geeigneten  Elementarfällen.  *) 


*)  Jeder  beliebige  Belastungsfall  lässt  sich  natürlich  auch  direkt  als  cBrutto- 
ergebnis»  bei  passender  Konstantenbestimmung  berechnen.  Dies  fuhrt  sogar  oft  rascher 
zum  Ziele.  Die  synthetische  Darstellung  durch  Übereinanderlegung  mehrerer  Fälle 
ist  aber  anschaulicher,  und  wurde  deshalb  hier  angegeben. 
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a)  Stützung  am  Aussenrande. 
I.    Kegel    mit    zentraler   Öffnung. 


2.    Kegel    bis    zur    Spitze    geschlossen. 


b)  Stützung  am  Innenrande. 


/i;   I  y^,- 
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a)  Stützung  am  Aussenrande. 

I.    Kegel    mit   zentraler    Öffnung. 

I.  Belastungsfall. 

Kegel  mit  zentraler  Öffnung;  konstanter  Oberflächendruck  p '**"*. 
Innenrand  frei;  Aus senr and  frei  aufliegend. 

X  ■=  o;    Z  =  -\- p;    3)i  =  o;    F{x)  =  p  cos a 1-  Konstante. 

Partikuläre  Integrale:  *) 


X  Eh  tang^  a  cos  u '  2  Eh  tang^  a  ' 

mit  __ 

V=C^D.-^  ^^_      Konstant^.  ^^_     ^_ 

h'^  tang  a  cos  «  2  k^  tang  a 

Der    Wert    der  Konstante    F  (^)    ergibt  sich    aus    der    statischen 
Deutung  der  Gleichung:  **) 


x'' 
sinahxGx  -f-  cos ahxr  =  —  F (;r)  =  —  (p cos a 1-  Konstante), 


welche  das  Gleichgewicht  einer  zwischen  der  zentralen  Bohrung  einer- 
seits und  dem  Breitenkreis  vom  Radius  r  anderseits  abgegrenzten  Kegel- 
zone ausdrückt. 

Konstante  =  —  fi  cos  a  — . 

^  2 


Formeln: 

dl     f              1   f                                      x^  x^ 

3l  =  kx;   /'=A-7^;    i /dx=-  \ /ddi;    F{x)=pcosa pcosa  —  ; 

V=[Q/i-^  €2/2+  Q/s-i-  C,I,]  +  -T^^ -T^ x'; 

•-'       '   '    I       001       ».ji    2^2  tang  a        2  ä-*  tang« 


♦)  Siehe  §  8,  Seite  49  Gl.  (5)  und  (6). 
♦♦)  Gl.  (13)  in  §  2,  Seite  6. 
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a^— ;    Oj,  =^1^  -\-o;    T= tanga  — 7 — ^ ; 

—  E   [^,  .     ^\/^  -E  [    ^,,^\h 


2£^/!tang'*«  2  iS^Ätang^a  2 

Randbedingungen: 

1 .  Abwesenheit  von  Kräften  am  Innenrand.  Ox  =  o,  t  =  o  für  x-=  x^- 
(i)  F=  o     für  X  =  Xx- 

2.  Abwesenheit  eines  äusseren  biegenden  Momentes,  daher  Oxz  =  o 
am  Innenrand. 

(2)  y  -\-  V  -  =  o     für  ,r  =  ;ri . 

3.  Freie  Auflagerung  des  Kegels  am  Aussenrande,  so  dass  die 
Reaktion  auf  jedes  Umfangselement  axiale  Richtung  hat ;  dafür  muss 
die  Kraftkomponente  senkrecht  zur  Kegelaxe  für  x  =^  X2  verschwinden. 

(3)  Oj.  cos«  —  rsin«  =  o     für  x  ■=  x^- 

4.  Abwesenheit  eines  äusseren  biegenden  Momentes,  daher  Gxz  =  O 
am  Aussenrand. 

(4)  y  -\-  V     =^  o     für  X  ^  Xi. 

Bestimmungsgleichungen  für  C^,  C2,  C^,  C4  (Umformung  von  (1), 
(2).  (3).  (4).) 
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(1)  AG-h  /2G+  /3G  + 


(3)  A<^iH-  /2a+  /,c,+ 

<4)     -  (l,'  +  r  ^)  C,  +  (/x'  +  r  ^)  a -  (^//  +  r  ^)  G  + 

f  + 


/iCi=o 


+  1/3'  +  .'^)  r,  = ,    '      -j-^. 


für  X  =  X 


-«[fc+^)-^l    • 


X  =  X 


.  r    ^  ,     P{A  —  ^^  COS»  Of 

2        Ä^         sm  a 


+  (^'  +  ''7)^  = 


^[f(^+^) 


2       ;r| 


2l/3(i_r2)Ätang' 

5.  Infolge  der  Stützung  am  Aussenrand,  muss  dort  die  Einsenkung 
in  Axenrichtung  =  o  sein. 

(j  sin  a  4"  s  cos  a  =  o     für  x  =  x%. 


»     X  =■  X' 


»     X  =■  X' 


2V i{\—v*-)  , 
k  =  —  r2  £y^  sin  a ^^ X 


(5)  X   [4-  GJ/i  dx  —  Cr  f  A  a'^r  -h  Ci  f /a  ör;r  —  ^  Ja  ^^]  - 


/^ 


2  if/;  tang-  « 


Log  nat  .r2  — 


2  ^/i  tang*  a  2  * 


Zahlenbeispiel: 

«  =  29^*03'  12"  ;    Innendurchmesser  2ri  =  30  cm; 

Aussendurchmesser  zr-j  =^  150  cm;    Dicke  ^  =  5,0  cm. 
^1=  17.159-158  cm;  ;ir2=  85,795.789  cm;  r  =  o,3;  ;.  =  0,367.150.89. 

3^1  =  6,3  ;    So  =  31,5  ;    /  und  -pri  aus  der  Funktionentabelle. 

Gleichungensystem. 

(i)     —4,529.117.5  Ci  4-  1,498.447-7  (^2  +  0,021.512.0  ^3  + 

+  0,035.806.2  Ci  =  o. 
(2)    — 0,591.512.71  Ci —  0,375.693.04  G -h  0,001.765.740  Q — 

—  0,005.822.436  c;  =  — 0,313.784.97/. 

D  u  b  o  i  s ,   Festigkeitsberechoimgen.  " 
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(3)     +54-116.462  Ci  —  291,288.040  ^2 -|- 0,000.166.5  G  — 

—  0,000.250.3  6^4  = -f-  194.410-811/. 
{4)     -|-  16,304.698  Ci —  10,675.381  C2  —  0,000.019.204  Q  + 

-1-0,000.003.717  d  =  —0,379.697.82/. 

Lösungen: 

Ci  =  —      0,524.472  J>;     C2  =  —    0,765.056/; 
^3  = —211,119.4      /;     6;  = -]- 92,514  7      /. 

Deform  ations  konstante: 

(  ^x„  =  —  3,494-5  / ;     <7yo  =  +  56,086.0 
^2  =  05,795.789  cm  ^    ,  (berechnet); 

/ö^BE  —  Werte  aus  der  Funktionentabelle. 


{5)     k  =  -\-  7.396,6  4-  (Vergl.  Zahlentafel   12.) 


2.  Belastungsfall. 

Kegel  viit  zentraler  Öffnung;  konstanter  Oberflächendruck  p'^*"'. 
Innenrand  frei;  Aussenrand  vollkommen  eingespannt  (Verdrehung 
=  o,  radiale  Ausdehnung  =  o). 

Die  Verdrehung  und  die  radiale  Ausdehnung  des  Aussenrandes 
werden  durch  Einwirkung  eines  Randmomentes  Ma  und  einer  Horizontal- 
kraft Ha  längs  dieses  Randes  zum  Verschwinden  gebracht. 

Der  vorliegende  Belastungsfall  ergibt  sich  also  als  Übereinander- 
lagerung  von  drei  Belastungsfällen : 

a)  Konstanter  Oberflächendruck,  Innenrand  frei,  Aussenrand  frei 
aufliegend. 

b)  Innenrand  frei,  Randmoment  Ma  am  Aussenrand. 

c)  Innenrand  frei,  Horizontalkraft  //„  längs  des  Aussenrandes. 

Formeln: 
^  =  (<^k  +  (^)i»f„  +  (cr)/f„  ;     r  =  (r)^„  -f-  {x)u^  +  {T)a^ ; 

'Q  =  (^k  +  (^)ilfa  +  {t)na  ;       i*  =  (4%„  +  (Ditfa  +  (^)ä-„  J 
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Randbedingungen: 

I,  Verdrehung  des  Aussenrandes  unter  kombinierter  Einwirkung  der 
drei  Belastungssysteme  =o;     d^  =  o  für  x  =  X2 • 


(I 


+  1^1     +    -       =0. 

i-«  Vl^a         V/H. 


2.  Radiale  Ausdehnung  des  Aussenrandes  unter  kombinierter  Ein- 
wirkung der  drei  Belastungssysteme  =  o ; 

^  cos  a  —  ^  sin  «  =  o  für  x  =  x^. 

Diese  Bedingung  ist  äquivalent  mit  ty^  =  o  *) ;  letztere  ergibt,  aus- 
gedrückt : 

(2)    [(ov,k  —  ^  (^-Ji'J  +  C(^J^'»f«  —  ^  (^-0)^«]  + 

+  [(a Jj?„  —  V  (a^J^J  =  0      für  ;p  =  ;P2 . 


r<f//<0 


^<f//€ . 


Die  Werte  der  Termen    — ,   g 

X 


<Jo' 


Oj-     für   jedes    der    drei    Einzel- 


systeme a),  b),  c)  sind  aus  vorher  behandelten  Belastungsfällen  numerisch 
bekannt,  und  in   der  Form 

Zahl  X/;   resp.  Zahl  X  ®itf„  und  Zahl  X  @5„ 
gegeben,  so  dass  in  (i)  und  (2)  zwei  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung 

von  @^    und  @j/    vorliegen. 


(0 

(2) 


Zahlenbeispiel:**) 

a  =:  29**  03'  12";  Innendurchmesser  2^1  =  30  cm; 

Aussendurchmesser   2  r^  =  150  cm;  Dicke  h  =  5,0  cm. 


*)  Es  ist        £„   =  S-?tanga  ^^^   ^     _   i    (^^^  _  ^  „^^)  _ 
**)  Siehe  Zahlentafeln   12,  6,  und  8  des  Anhanges. 
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Fall  a)    für  x  —  X2  =  85,795  cm :  f- j      =  —  6,498.4  ^  ; 

Kok  =  +  56,086.0/;    Kok  =  —  3.494.5/. 

Fall  ^;     für  ;ir  =  ;i;2  =  85,795  cm  :     -)     =  — 0,089.4 ^Li!  ; 

\x/M„  ■      E 

{<3y^M^  =  +  0,527.395  (Sjf^  ;    {a^^u^  =  0,000.000  @3f^ . 
FalU;    für  ;tr  =  ;ir2  =  85,795  cm  :     -        =  — 0,553.4  _-f  ; 

(tJyX  =  +  6,568.770  <Sj«;    (C7x>„  =  +  0,874.170  @ff„. 


Gleichungensystem: 
(i)  —0,089.4      @j»f„  —  0,553.4      @ff„  =  +    6,498.4/. 

(2)  +  0,527.395  @3f^  +  6,306.519  <^H^  =  —  57,134-3/. 

Lösungen: 
©ijf„  =  —  34,420/;     @Ä^,  = —6,182/. 
(Vergl.  Zahlentafel   13.)     • 


3.  Belastungsfall. 

Kegel  mit  zentraler  Öffnung]  konstanter  Oberflächendruck  p^*^. 
Innenrand  frei;  Aussenrand  teilweise  eingespannt.  (Verdrehung 
=  o,  radiale  Ausdehnung  ungehifidert.) 

Die  Aufhebung  der  Verdrehung  des  Aussenrandes  erheischt  die 
Einwirkung  eines  Randmomentes,  und  der  vorliegende  Fall  ergibt  sich 
durch  Superposition  von  zwei  BelastungsföUen : 

a)  Konstanter  Oberflächendruck,  Innenrand  frei,  Aussenrand  frei 
aufliegend. 

b)  Innenrand  frei,  Randmoment  Ma  am  Aussenrand. 

Formeln : 

^  =   (a.  +  {^)m,  ;      ^^  =  (Ik  +  (S^)^a  • 
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Randbedingung: 
Verdrehung  des  Aussenrandes    unter    kombinierter  Einwirkung  der 
Belastungssysteme  a)  und  b)  ■=■  o;     ^  ■=■  o    für  x  =^  x<i. 


Mit  den  Zahlenwerten 


^)    =ZahlX/;    (^)     =ZahlX@3r„ 


welche  für  x  ^  X2  aus  den  vorher  berechneten  Einzelfallen  aj  imd  ^y/ 
zu  entnehmen  sind,  ist  durch  eine  lineare  Gleichung 

(I)  a^M,=^ßp 

@jf    eindeutig  bestimmt. 

Zahlenbeispiel:  *) 
a  =  29^03'  12";  Innendurchmesser  2ri  =  30  cm; 

Aussendurchmesser  2  r2  =150  cm  ;    Dicke  h  =  5,0  cm. 

Fall  a)     für  x  =  X2  —  85,795  cm  ;    (- 1     =  —  6,498.4  ^ 
Fall  /5;     für  ;r  =  ;jr2  =  85,795  cm;     l-\     =  —  0,089.4-^ 

0,089.4 

(Vergl.  Zahlentafel  14.) 

II.    Kegel    bis    zur   Spitze    geschlossen. 

I.  Belastungsfall. 

Geschlossener  Kegel;  konstanter  Ob  er  flächendruck  p.  Aussenrand 

frei  aufliegend. 

x^ 
X  =  o;     Z  =■  -\- p\    3)'J  =  o.     F{x)  =  p  cos  a f-  Konstante. 

Wegen  ^1  =  0  ist  die  Integrationskonstante  in  F{x)  gleich  o,  und 
es  fallen  in  den  partikulären  Integralen  in  d^  und  V**)  die  Faktoren 
A  und   C  aus. 


♦)  Siehe  Zahlentafeln  12  und  6  des  Anhanges. 
♦♦)  Siehe  §  8,  Seite  50  oben. 
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Formeln: 

dl     c  ^  r  x^ 

X  =  A  ;f ;    /'  =  A  -7^  ;    |  Idx  =  j    Iddl ;    F{x)  =  pcosa  —; 

zVt,  (I  _j/2x                                  3         / 
i>  =  ^ [62  A  —  Ci  /a]  H -^ry- —  X 

V=[C,h^C,I,] j^ x^; 

2/t^ta.Tiga 

hV  ,  ,^,   ,  hV  F{x) 

Oxa  =  ;     (7y   =  /2  F  4-  o  ;     r  = tang  a  — ; 

**         X  "  X  hxco^a 

—  E  (^,   ,      ^\//.                     -E   (    .,,^\h 
Oxz      = ö [v   -{-  V  —  ]  — ;    G^z       = z  \y^  H —  — 


Randbedingungen: 
I.  und  2.  Endlichbleiben  der  Spannungen  in  der  Spitze  {x  ■=■  X\=-0). 
(i)  und  (2)  6^3  =  o  ;      C4  =  o  . 

3.  Verschwinden  der  radialen  Kraftkomponente  am  Aussenrand. 

(3)  Ox  cos  «  —  T  sin  a  =  o     ivn  x  =  x^. 

4.  Abwesenheit  eines  äusseren  biegenden  Momentes,  daher  Oxz      =  o 
am  Aussenrand. 

(4)  T?-'  4-  ^  —  =  o     für  jr  =  ,r2  . 
Bestimmungsgleichungen  für  Cx  und  ^"2  (Umformung  von  (3)  und  (4)): 

(3)  /.C.+  /,a=  +  |||^       für.  =  ... 
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5.  Stützung   der   Schale   am  Aussenrand,    daher  Verschwinden  der 
axialen  Deformationskomponente     für  x  =  Xo. 

<j  sin  «  -|-  ^  cos  a  =  o     für  x  =  X2 . 


(5)     /^  =  —  r-i  £y^  sin  a -^ [c;  |  A  ^^t^  —  cA  h  dx^ 


2  Ehtaxxg^a  2 

Zahlenbeispiel. 

a  =  29^03'  12";  Aussendurchmesser  2  ^2  =  150  cm ;  Dicke  h  =:  5,0  cm; 

i/  =  o,3;     /.  =  0,367.150.89;    ;tr2  =  85,795.78  cm;    3^2  =31. 5; 

dl 
/und-7:r;  —  Werte  aus  der  Funktion entabelle. 
dx 

Gleichungensystem. 

(3)  -1-54,116.462  (Ti  — 291,288.040  a  =  +  202,518.35       /. 

(4)  -f  16,304.698  Ci—    10,675.381  Co  =  —     0,382.425.4/. 

Lösungen : 
<^i  =  — o,544-934-6/;     a  =  — 0,796.465.1/. 

Deform  ations  konstante: 

iOx^  =  —  3,643/;    Gy^  =  -f  59.555/  (berechnet); 

^2  =  85,795-78  cm  ]  c     =  _i_  60,648  4=r 

3£2  =  3iö 

f      Id"^  Werte  aus  der  Funktionen tabelle. 

(5)  >&  =  +  8.230,9  ^.  (Vergl.  Zahlentafel  15.) 

2.  Belastungsfall. 

Kegeibis  zur  Spitze  geschlossen;  konstanter  Oberflächendruck  p; 
Aussenrand  vollkommen  einige  spannt  (Verdrehung  =  o,  radiale  Aus- 
dehnung =  o). 

Superposition  von  drei  einzelnen  Belastungsfällen. 

a)  Geschlossener  Kegel ;  konstanter  Oberflächendruck ;  Aussenrand 
frei  aufliegend. 
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b)  Geschlossener  Kegel ;  Randmoment  M^  am  Aussenrand. 

c)  Geschlossener  Kegel ;  Horizontalkraft  //„  längs  des  Aussenrandes. 

Formeln: 

^  =  (^k  +  (^)J^/„  -f-  (<^")^„ ;    ^  =  (^k  +  (^)jkfa  +  (^)^«  ' 

Randbedingungen:  *) 

1 .  Verdrehung  des  Aussenrandes  =  o ;   &  =  o  für  x  =  Xi- 

2.  Radiale  Ausdehnung  des  Aussenrandes  =  o ; 

^  cos  a  —  ^  sin  a  =  o     für  x  =  Xz- 

(2)     [(%k  —  ^  (<^-ok]  +  ii^yoK  —  ^  (^-o)^J  + 

-f  [{ojwa  —  ^  (^-rjif J  =  o     für  ;.;  =  ;r2 . 

Lineares    System    zur   Bestimmung   von  <Bm  >  'Bh    (Einsetzen   der 
Zahlenwerte  in  (i)  und  (2)). 

(2)  a2©J»f,,4-/?2®Ä„  =  72/>. 

Zahlenbeispiel.  **) 
a  =  29*^  03'  12"  ;  Aussendurchmesser  2  ^2  =  150  cm ;  Dicke  ^  =  5,0  cm. 

Fall  ä;  für  ;»;  =  ;i:2  =  85,795  cm:    (-)      = — 6,808    4^; 

V/Pa  ^ 

Kok  =  +  59,555/;    (^x,k  =  —  3.643/. 

Fall  öj  für  x  —  X2  =  85,795  cm:   (-)      =  —0,089.4—^; 

V/M„  E 

i^yo)^a  =  +  0,527.39  ®Jf„ ;     {Gx)m^  =  0,000.00  <Bm^' 
Fall  c)  für  ^  =  ;r2  =  85,795  cm:    (-)      =  —0,552.8  ?f[?; 
Ko)if«= +6,566.10©^^;    (tf^J/f^  =  4- 0,874.15®^^. 


*)  Vergl.  den  entsprechenden  Belastungsfall  beim  offenen  Kegel. 
**)  Siehe  Zahlentafeln  15,  10  und  11. 
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Gleichungensystem: 

(i)  —0,089.4    ©jf„— 0,552.8    @ff^  =  H-    6,808/. 

(2)  +  0.5 27. 39  @jr„+ 6,303.86  @H^  =  — 60,648/. 

Lösungen: 

(Vergl.  Zahlentafel  16.) 


b)  Stützung  am  Innenrande. 

I.  Belastungsfall. 

Kegel   mit   zentraler   Öffnung^   kotistayiter    Oberflächendruck  /, 
hinenrand  frei  aufliegend^  Aussenrand  frei. 


Dieser  Belastungsfall  lässt  sich  durch  Superposition  von  zwei 
früheren  darstellen. 

a)  Kegel    mit    zentraler  Öffnung;    konstanter   Oberflächendruck  p; 
Innenrand  frei,  Aussenrand  frei  aufüegend. 

b)  Kegel    mit    zentraler    Öffnung;    über    die   Umfange    z^irx    und 
2sir^  gleichmässig  verteilte  axiale  Last   Q, 

Da  die  Rückwirkung  des  Auflagers  auf  den  Kegel  im  Falle  a) 
mechanisch  mit  einer  über  den  ganzen  Umfang  znr^  verteilten  axialen 
Kraft  P  gleichwertig  ist,  so  sind  in  der  Tat  die  Lastensysteme  a),  b) 
in  ihrer  Gesamtheit  statisch  äquivalent  mit  dem  Lastsystem :  konstanter 
Oberflächendruck,    axiale    Stützkraft    am    Innenrand,    sobald     Q  =  P, 

d.h..q  =  p  ist  ( ^  =  — r- 
\         stA 


srr\ 


Formeln: 

(^k-  =  i^)pa  +  (^)a     +  ^  ■'  i^)pi  =  (^)Pa  +  (I).  +  ^ 


mit  q-=.  p . 
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Randbedingung  : 

Verschwinden  der  axialen  Deformationskomponente  am  Innenrande 
(Auflagerung  in  ;r  =  Xi) ;   ^  sin  «  -f-  ^  cos  a  =  o     für  x  =■  Xi. 

Dieser  Forderung  entsprechen  die  Konstantenwerte : 
k  =  —  7\  By^  sin  a  —  (^)^^^  —  (^),^  )  für  x  =  Xi 
l  =  ^tangM  (  mit  £„.  =  -^{ü„.  —  v  a^, 


^Vo 


E^^yo 


Z  a  h  1  e  n  b  e  i  s  p  i  e  1 :  *) 
«  =  29*^03'  12"  ;  Innendurchmesser  2  rj  =  30  cm; 
Aussendurchmesser   2  rg  =  150  cm;  Dicke  h  =  5,0  cm; 


>(f  =  +  10.581,3-^;    /=-+- 5-877>7^ 


(Vergl.  Zahlentafel  17.) 


2.  Belastungsfall. 

Kegel  mit  zentraler  Öffnung;  konstanter  Oberflächendruck  p. 
Innejtrand  vollkommen  eingespannt  (Verdrehung  =  o,  radiale  Aus- 
dehnung =  o).    Aussenratid  frei. 


Superposition  von  drei  einzelnen  Belastungsfällen. 

a)  Kegel  mit  zentraler  Öffnung,  konstanter  Oberflächendruck  p. 
Innenrand  frei  aufliegend,  Aussenrand  frei. 

b)  Kegel  mit  zentraler  Öffnung.  Randmoment  Mi  am  Innenrande, 
Aussenrand  frei. 

c)  Kegel  mit  zentraler  Öffnung,  Horizontalkraft  Hi  längs  des  Innen- 
randes, Aussenrand  frei. 

Formeln : 
^>'  =  {(')pi  +  i(^)Mi  +  (o-)/f,-;     7  =  W/.,.  +  (7)3f,.  +  {t)H.; 


*)  Vergl.  Zahlentafeln   12  und  9. 
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Randbedingungen: 

1.  Verdrehung  des  Innenrandes  unter  kombinierter  Einwirkung  der 
drei  Belastungssysteme  =  o . 

(11,+©.,+  ©.,  =  °  ""'  =  "'■ 

2.  Radiale  Ausdehnung    des    Innenrandes    unter    kombinierter  Ein- 
wirkung der  drei  Belastungssysteme   z=  o .  *) 

+  [(<?  Jff,-  —  V  {Ox)h^  =  o     für  x  =  xi. 

Lineares    System    zur    Bestimmung    von    S^f. ,   @£f.   (Einsetzen    der 
Zahlenwerte  in  (ij  und  (2)  .) 

( 1 )  «1  @3f,.  +  ßi  <S^,  =  :  '1 P  ■ 

(2)  «2  @Jtf,-  -r-  ßi  ^Hf  =  ;'2/  • 


Zahlenbeispiel.**) 
Fall  a;    für  ;r  =  jri  =  17,159  cm:  (-)      =  +  40,635—; 

(^Ji».-  =  ^  1 95.998  / ;    («Jx^j,,.  =  H-  1 7»46o  / . 
Fall  ^;    für  ;i;  =  ^1  =  17,159  cm:  (-)      =+ 0,196.6  _^'; 

(ffyjjf,.  =  +  0,498.56  (öjif . ;     {a^)^.  =  0,000.00  (5k,.  • 

Fall  r^    für  jr  =  ;ri  =  17,159  cm:     —        = — 0,523-1 "y 

{Oy^Hi  =  —  3,209.50  S/r,. ;     {Ox)ui  =  +  0,874. 1 7  ^ff. . 


Gleichungensystem: 
(i)  -1-0,196.6    (5jtf.  —  0,523.1     8^.  =  —    40,635/. 

(2)  +  0,498.56  @M..—  3.471.75  Sff,-  =  —  190,760/, 

Lösungen: 
@3f.  =  —  97.902  / ;     Oh.  =  H-  40, 
(Vergl.  Zahlentafel  18.) 


*)  Vergl.  Seite  83. 
♦♦)  Zahlen-werte  aus  Zahlentafeln  17,  5  und  7. 
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§  12.  Zahlenm'dssige  Durchrechnung  von  Belastungs fällen. 

Der  Berechnung  werden  folgende  Beispiele  zugrunde  gelegt: 

1.  Kegelschale  mit  zentraler  Bohrung. 

I 
Aussendurchmesser    =  1 500  mm.     Bohrungsdurchmesser  =  —  des 

Aussendurchmessers  =300  mm  (den  normalen  Verhältnissen  bei  Zylinder- 
deckeln, Dampfturbinenzwischenböden  und  Dampfmaschinenkolben  ent- 
sprechend). Basiswinkel  a  =  rund  30^  (genau  29*^  03'  12")  *).  Wandstärke 
h  =  50  mm. 

2.  Die  gleiche  Kegelschale  bis  zur  Spitze  geschlossen. 


sin«  =  0,485.622.22  ;    cosa  =  o,874.i68.76;     tang«  =  0,555.524.55 
V  =  0,3  ; 


_  tang  a  2 1^3(1  —  v^)     tang  29^  03'  1 2 "  •  2  •  V3  •  0,91 
t\,  -  =  -  =  o, 


h  5,0  cm 


367.150.89 


15,0  cm  75,0  cm 

'"^1= 7^ — ; ü=  I7.I59-I  cm;  x^  = -^ — ; ^=85, 795.7cm. 

cos  29^03' 12"         "   -'^  '      -      cos  29^^03    12 


3£i  =  A,;tri  =  6,3  ; 


3^2  =  A;ir2  =  3i>5- 


Die  Resultate   sind   in  den  Zahlentafeln  5   bis    18  zusammengestellt 
und  durch  die  Kurvenblätter  5  bis    18  veranschaulicht. 


♦)  Um  für  J,  und  Xj  runde  Zahlen  —  6,3  und  31,5  —  zu  erhalten. 
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A.   Diskussion  der  Elementarfälle. 
I.    Kegel   mit    zentraler   Bohrung    1:5. 

/•  Randtnonient  M  am  Innen-,  bezw.  Aussenrandy  anderer 
Rand  frei. 

Charakteristisch  für  diese  Belastungsart  ist  der  Verlauf  der  Biegungs- 
spannungen, welche  von  dem  unter  Einfluss  des  Momentes  stehenden 
Rande  gegen  den  anderen  Rand  hin  nach  einer  parabelähnlichen  Kurve 
abnehmen.  Greift  das  Moment  am  Innenrande  an,  so  ist  die  Abnahme  dieser 
Spannungen  eine  ungemein  viel  raschere  als  bei  am  Aussenumfange  an- 
greifendem Moment,  was  darauf  hinweist,  dass  die  Steifigkeit  des  Kegels 
in  der  Nähe  der  Spitze  erheblich  grösser  ist  als  in  den  äusseren  Teilen, 
und  die  verbiegende  Wirkung  des  Randmomentes  auf  die  Nachbarschaft 
der  Bohrung  lokalisiert. 

Die  Höchstbeanspruchung  tritt  an  dem  unter  Einfluss  des  Momentes 
befindlichen  Rande  als  totale  meridionale  Spannung  an  der  Innenseite 
der  Schale  auf;  einen  ungefähr  gleichen  Betrag  erreicht  an  derselben 
Stelle  die  totale  Ringspannung  an  der  Aussenseite. 

Aus  den  Deformationskurven  ist  zu  erkennen,  dass  das  Randmoment 
den  Rand,  an  welchem  es  wirkt,  herunterbiegt ;  das  steifere  Verhalten 
des  Innenrandes  als  des  Aussenrandes  geht  wieder  aus  dem  Umstand  hervor, 
dass  die  grösste  Durchbiegung  senkrecht  zur  Erzeugenden  zirka  viermal 
kleiner  wird  bei  innen  angreifendem  als  bei  aussen  angreifendem  Moment. 

2.  Horizontalkraft  H  längs-  des  Innen-,  bezw.  Aussenrandes, 
anderer  Rand  frei. 

In  dem  Verlaufe  der  Zugspannungen  Gx  ,  Oy  zeigt  sich  eine  Analogie 
zwischen  dem  Kegel  und  der  durch  radiale  Randkräfte  belasteten  ebenen 
Scheibe.  *)  Der  Kegel  ist  aber  weitaus  ungünstiger  beansprucht  als  die 
Scheibe,  da  den  Zugspannungen  sich  beim  ersteren  noch  grosse  Biegungs- 
spannungen gesellen. 

Gefährdet  ist  ebensowohl  bei  innen-  als  bei  aussenangreifender  Kraft  U 
die  Nähe  des  belasteten  Randes  durch  Entstehung  eines  Höchstwertes 
der  totalen  Ringspannung  auf  der  Aussenseite  der  Schale.  Die  verbiegende 
Wirkung  der  Kraft  H  kommt  in  einiger  Entfernung  von  der  Angriffs- 
stelle derselben  zur  vollen  Geltung :  die  totale  Meridianspannung  erreicht 
dort  ein  ansehnliches  Maximum,  bleibt  aber  hinter  dem  Randwert  der 
tangentialen  Spannung  zurück.  Der  Einfluss  einer  innenwirkenden  Kraft  H 

♦)  Siehe  u.  a.  Föppl,  Techn.  Mechanik,  Bd.  in,  1909,  Dickwandige  Röhren, 
Seite  291.  Stodola,  Dampfturbinen  1910,  Seite  248  und  249,  Scheibe  konstanter  Dicke. 
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macht  sich  kaum  weiter  als  bis  zur  Mitte  der  Erzeugenden  geltend, 
während  eine  aussenwirkende  Kraft  H  sich  bis  zur  Bohrung  empfindlich 
fühlen  lässt ;  auch  sind  die  absoluten  Beträge  der  Spannungenhöchstwerte 
kleiner  bei  Innenangriff  als  bei  Aussenangrifif  der  Kraft  H. 

Durch  eine  Horizontalkraft  H  längs  des  einen  Randes  wird  der 
Kegel  abgeflacht  (siehe  Deformationskurven),  aber  in  weit  grösserem 
Masse  wenn  die  Kraft  am  äusseren,  als  wenn  sie  am  inneren  Rande 
wirkt:  im  ersten  Falle  ist  der  grösste  Biegungspfeil  normal  zur  Er- 
zeugenden zirka  zehnmal  grösser  als  im  letzten. 

Die  Gefährlichkeit  dieses  Belastungsfalles  ist  in  der  Dampfmaschinen- 
technik wohlbekannt  und  durch  zahlreiche  Brüche  und  Rissbildungen 
illustriert,  welche  in  einem  Dampfkolben  von  konischer  Form  in  der 
Nähe  der  Nabe  entstehen  bei  zu  scharfem  Anziehen  der  Befestigungs- 
mutter der  Kolbenstange.  *) 

j.  Über  die  Umfange  2^ri,  bezw.  2  nr^  gleichmässig  verteilte 
axiale  Last  Q. 

Gefährlich  ist  wieder  die  totale  Ringspannung  am  Innenrand  auf 
der  Aussenseite  der  Schale ;  die  totalen  Spannungen  besitzen  aber  auch 
in  Zwischenpunkten  der  Erzeugenden  relative  Maxima,  und  erreichen 
noch  in  der  Nähe  des  Aussenrandes  namhafte  Werte. 

Auffallend  ist  hier  die  stark  ausgeprägte  Schwingung  der  meisten 
Spannungskurven,  welche  fast  alle  zwei  Schleifen  mit  Wendetangente  in 
der  Mitte  der  Erzeugenden  aufweisen.  Diese  Erscheinung  hat  ihre  Ursache 
in  der  'sich  einstellenden  Deformation  des  Kegels :  jede  am  Innen-, 
bezw.  am  Aussenrande  wirkende  axiale  Kraft  Q  sucht  den  betreffenden 
Rand  herunter-,  respektive  heraufzubiegen,  hat  aber  der  Steifigkeit  des 
Kegels  entgegenzuwirken,  so  dass  die  elastische  Linie  aus  zwei  ineinander 
durch  Wendetangente  übergehenden  Kurvenästen  besteht. 

II.    Kegel    bis    zur   Spitze    geschlossen. 

Spannungen  und  Deformationen  unterscheiden  sich  von  den  ent- 
sprechenden beim  gleichen  Belastungsfall  des  Kegels  mit  zentraler  Bohrung 
I  :  5  nur  unwesentlich,  und  zwar  erst  in  der  Nähe  der  Schalenmitte, 
sofern,  wie  hier,  der  Basiswinkel  nicht  sehr  klein  ist.  Darin  liegt  eine 
wichtige  Eigenschaft  der  Kegelschale,  wodurch  sich  dieselbe  mit  Vorteil 
von  der  ebenen  Platte,   respektive  Scheibe  unterscheidet. 

*)  Durch  die  sogenannte  «Konusverbindung»  werden  sehr  grosse  Montierung j- 
drücke  wachgerufen. 
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B.   Diskussion  der  zusammengesetzten  Fälle. 

Belastung  durch  konstanten  Oberflächendruck. 

a)  Stützimg  am  Aussenrande. 

I.    Kegel    mit    zentraler    Öffnung    1:5. 

Ist  der  Kegel  am  Aussenrande  frei  aufliegend,  so  treten  *)  die 
gefahrlichen  Spannungen  in  der  Nähe  des  gestützten  Umfanges  auf. 
Die  totale  Tangentialspannung  besitzt  ihren  Grösstwert  am  Aussenrande 
selbst,  während  die  totale  Meridionalspannung  ihr  Maximum  etwa  beim 
ersten  äusseren  Drittel  der  Erzeugenden  erreicht,  erstere  an  der  Innen- 
seite, letztere  an  der  Aussenseite  der  Schale.  In  scharfem  Gegensatze 
zu  der  ebenen  Platte  steht  die  Erscheinung,  dass  bei  einigermassen 
grossem  Basiswinkel  die  Nähe  der  Bohrung  kaum  beansprucht  ist.  Das 
Deformationsbild  lässt  erkennen,  dass  die  Schale  durch  die  Oberflächen- 
pressung eingedrückt  und  abgeflacht  wird.  Da  der  Aussenrand  sich  nur 
innerhalb  der  Horizontalebene,  auf  welcher  er  ruht,  verschieben  kann, 
so  ist  die  Abflachung  des  Kegels  mit  einer  seitlichen  Ausbreitung  nach 
ausw"ärts  verbunden  (positiver  Wert  von    '^). 

Die  äusseren  Teile  des  Kegels  geben  viel  mehr  nach  als  die  inneren, 
welche  sich  steifer  verhalten;  die  ^- Kurve  besitzt  ungefähr  beim  ersten 
Drittel  der  Mantellänge  vom  tragenden  Rand  weg  eine  sehr  scharfe 
Krümmung,  während  sie  gegen  die  Bohrung  hin  sanft  ausläuft.  Da- 
durch wird  das  ^Maximum  der  Biegungsspannungen  in  der  Nähe  dieses 
ersten  Drittels,  und  die  geringe  Beanspruchung  des  Bohrungsrandes 
erklärlich. 

Ist  hingegen  der  Kegel  am  Aussenrand  vollkommen  eingespannt, 
in  der  Weise,  dass  dort  die  Richtung  der  Tangente  an  den  Meridian 
unveränderlich  bleibt,  und  ein  seitliches  Ausweichen  dieses  Randes  ver- 
hindert wird,  so  tritt  eine  erhebliche  Verminderung  aller  Spannungen 
ein.  Die  totale  tangentiale  Spannung  am  Aussenrand  ist  jetzt  nicht  mehr 
gefährlich,  dafür  aber  die  totale  meridionale  im  Einspannungsquer- 
schnitt.  **)    Die  totalen  Anstrengungen  (7^,   G^  besitzen  hier  auch  relative 


*)  Das  hier  Gesagte  bezieht  sich  auf  eine  Kegelschale   mit   ziemlich  grossem 
Basiswinkel,    deren    elastisches    Verhalten    den    eigentlichen    Kegelcharakter   besitzt. 
Bei  Kegelschalen    mit   anderen  Basiswinkeln,  welche  der  Platte,  resp.  dem  Zylinder 
näher  liegen,  ist  das  Verhalten  etwas  anders.    Dies  wird  weiter  unten  untersucht. 
**)  Eine  ähnliche  Erscheinung  wie  beim  einfachen  geraden  Balken. 
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Maxima,  welche  gegen  die  Mitte  der  Erzeugenden  gerückt  sind.  Der 
Spannungsverlauf  wird  durch  die  Deformation  veranschaulicht.  Die 
Wirkung  der  Einspannung  am  Aussenrande  ist  an  der  Gestalt  der  ^- Kurve 
sehr  deutlich  erkennbar;  die  grösste  Durchbiegung  senkrecht  zur  Er- 
zeugenden tritt  nahezu  in  der  Mitte  derselben  ein  und  beträgt  nur  noch 

rund  —  der  grössten  Durchbiegung  bei  freier  Stützung  des  Aussenrandes ; 
die  Umgebung  der  Bohrung  verhält  sich  wieder  sehr  steif. 

Lehrreich  ist  der  Vergleich  der  Schale  mit  vollkommen  ein- 
gespanntem, und  der  Schale  mit  unvollkommen,  derart  eingespanntem 
Aussenrand,  dass  die  Richtung  der  Meridiantangente  dort  unveränderlich 
gehalten  wird,  während  ein  seitliches  Ausweiten  des  Kegels  in  radialer 
Richtung  immer  noch  möglich  ist.  Dem  Charakter  nach  sind  in  diesem 
Falle  Spannungs-  und  Deformationsbild  dem  Verlauf  in  jenem  noch 
ziemlich  ähnlich,  dem  absoluten  Betrage  nach  aber  wesentlich  ver- 
schieden, denn  die  gefährlichen  Anstrengungen  wie  die  grösste  Durch- 
biegung ^  belaufen  sich  jetzt  ungefähr  auf  das  zweifache  der  Werte  bei 
vollkommener  Einspannung.  Es  empfiehlt  sich  also,  aussen  gestützte 
Kegelschalen  (vor  allem  Zwischenböden  bei  Aktionsdampfturbinen)  wenn 
sie  eingespannt  sein  sollen,  so  stark  einzuklemmen,  dass  der  Aussenrand 
sowohl  am  Verdrehen  als  am  radialen  Ausweiten  verhindert  ist.  *) 


II.    Kegel   bis    zur   Spitze    geschlossen. 

Im  Falle  der  freien  Stützung,  ebenso  wie  im  Falle  der  vollkommenen 
Einspannung  am  Aussenrande  unterscheiden  sich  bei  genügend  grossem 
Basiswinkel  die  Spannungen  für  die  geschlossene  Schale  von  den 
Spannungen  für  die  Schale  mit  zentraler  Bohrung  i  :  5  nur  unbedeutend. 
Hierin  weicht  die  Kegelschale  durch  ihre  Unempfindlichkeit  gegen  An- 
bohrung von  der  ebenen  Platte  wesentlich  ab.  Im  weiteren  Gegensatze 
zu  der  ebenen  Platte  tritt  die  grösste  Durchbiegung  senkrecht  zu  Er- 
zeugenden nicht  im  Mittelpunkt  der  Schale  (x  =  o),  sonSem  etwa  bei 
halber  Länge  der  Erzeugenden  ein.  Aus  den  ^-Kurven  ist  deutlich 
zu  erkennen,  dass  das  Verhalten  des  Materials  in  der  Nähe  der  Kegel- 
spitze einer  Einspannung  in  ;ir  =  o  gleichkommt. 


♦)  Ein  Punkt,  über  welchen  im  Maschinenbau  eine  irrtümliche  Anschauung 
zu  herrschen  scheint:  es  wird  ab  und  zu  die  Meinung  geäussert,  dass  man  einen 
Kegelboden  sich  nach  aussen  frei  ausdehnen  lassen  soll. 
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b)  Stützung  am  Innenrande. 


Für  die  am  Innenrande  frei  aufliegende  Kegelschale  ist  die  totale 
tangentiale  Spannung  am  Bohrungsrand  auf  der  Aussenseite  der  Schale 
gefahrlich.  Die  totale  meridionale  Spannung  besitzt  in  geringer  Ent- 
fernung des  Innenrandes  einen  Höchstwert,  der  aber  gegenüber  dem 
Maximalwert  der  Tangentialspannung  zurücktritt.  Bei  der  Deformation 
kommt  wieder  die  Erscheinung  zur  Geltung,  dass  sich  die  inneren  Teile 
des  Kegels  viel  steifer  benehmen  als  die  äusseren.  Eine  starke  Ver- 
zerrung tritt  nur  innerhalb  des  ersten  Drittels  der  Erzeugenden,  von  der 
Bohrung  weg,  ein,  während  von  da  an  der  Meridian  fast  geradlinig 
ausläuft ;  dadurch  wird  das  Erlöschen  der  Spannungen  (mit  Ausnahme 
von  y^  nach  dem  Aussenrand  hin  erklärt. 

Durch  vollkommenes  Einspannen  der  Kegelschale  längs  des  Innen- 
randes wird  die  gefährliche  totale  Ringspannung  erheblich  verkleinert; 
massgebend  ist  dann  die  totale  Meridianspannung  am  Innenrande,  welche 
aber  nur  zirka  den  halben  Betrag  der  maximalen  Tangentialspannung 
an  der  gleichen  Stelle  bei  freier  Stützung  erreicht.  Deutlich  ist  die 
Wirkung  der  Einspannung  spürbar  in  der  Gestalt  der  ^- Kurve  in  der 
Nähe  des  Innenrandes ;  immerhin  beträgt  die  normale  Einsenkung  des 
äusseren  Schalenumfanges    bei    vollkommener    Einspannung    des    Innen- 

3 
randes  rund  —  der  Einsenkung  bei  freier  Stützung. 

4 
In  diesem  letzten  Belastungsfalle  befindet  sich  der  grosse  Stahlguss- 
kolben des  Niederdruckzylinders    mehrstufiger    Dampfmaschinen ;    seiner 
Gefährlichkeit  war  man  sich  im  ^Maschinenbau  von  jeher  voll  bewusst. 


§  13.   Kegelschalen  mit  verschiedenen  Neigungswinkeln. 

a)    Vergleich  mit  flacheren  Kegelschalen. 

Um  uns  über  den  Einfluss  des  Kegelwinkels  auf  den  Verlauf  der 
Spannungen  Aufschluss  zu  verschaffen,  sind  noch  zwei  weitere  Kegel 
mit  kleinerem  Winkel  der  Berechnung  unterworfen  worden,,  welche  in 
den  übrigen  Dimensionen  (Wandstärke,  Aussendurchmesser,  Bohrungs- 
verhältnis) mit  der  vorher  behandelten  30 "^-Schale  übereinstimmen. 

Die  Charakteristiken  dieser  zwei  neuen  Kegelschalen  sind :  *) 


*)  Diese  zwei  Kegelschalen    sind   mit    den    von  Prof.  Stodola    (Dampflurbinen 
Loc.  cit.  Seite  601 — 603)  in  einem  speziellen  Falle  behandelten  identisch. 

Dubois,  Fesdgkeitsberechnungen.  ' 
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I.  Kegelschale  von   1500  mm  Aussendurchmesser,    mit    und    ohne 
Bohrung  von  300  mm  Durchmesser  (Bohrungsverhältnis  =  i  :  5). 
Wandstärke  ^  =  50  mm ;   Basiswinkel  a  =  1 5  *'. 


sin«  =  0,258.819.05  ;     cosa  =  0,965.925.81 ;     tang«  =  0,267.949.20. 
V  =  0,3  ; 


tangß  2^3(1 — v^)      tangi5^  00'  00"  •  2  •  1^3  •  o,gi 

\  = — ^ -= — 2_i^ i: 1-  =  0^177.089.9. 


Xf- 


h 
15,0  cm 


5,0  cm 


cos  15"  00' 00 


7=5,0  cm 

^=i5,529-i4cm;^,=— — ,-^^,-^  =  77,645.7icm. 

3£i  =  A;ri=  2,750;  3^2  =  A,r2=  13,750- 

2.  Kegelschale   von   1500  mm  Aussendurchmesser,    mit    und    ohne 
Bohrung  von  300  mm  Durchmesser.     (Bohrungs Verhältnis  =  i  :  5). 
Wandstärke  /z  =  50  mm  ;    Basiswinkel  a  =  6*^  17'  37".  *) 


sin«  =  0,109.624.93  ;     cos«  =  0,993.973.00;     tang«  =  0,1 10.289.64. 
^  =  0,3; 


tanga2V3(i— ^'2)      tang 6«  17' 37"  •  2  •  ^3 -0,91  ^         . 

A  = ; = =10,072.891.364. 


h 


5,0  cm 


*)  Um  für  Xj  und  Xg  die  randen  Werte   1,1  und  5,5  zu  erhalten. 
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15, o  cm  75,0  cm 

^^  =  cos60i7'37"^  '■^'''^''•^^  '"  '•    ""^^cos  6017-37"  =  ^5,454.76  cm. 
3£i  =  /.xi  =  1,1 :  X2  =  /„r.,  =  5,5 . 

Die  Resultate  sind  für  den  15"- Kegel  in  den  Zahlentafeln  19  bis 
29  enthalten  und  auf  den  Kunenblättem  19  bis  29  graphisch  dargestellt, 
für  den  6^- Kegel  in  den  Zahlentafeln  30  bis  40  und  auf  den  Kurven- 
blättem  30  bis  40. 

Der  Vergleich  der  Kvu:\'enbilder  der  3oO_,  resp.  15"-  und  6*-Kegel 
in  entsprechenden  Belastungsfällen  führt  zu  folgendem  Ergebnis:  Mz't 
steigendem  Basiszi'inkel  a  ?iehme?i  sämtliche  Spannungen  in  beträcht- 
lichem Masse  ab.  Z.  B.  bei  «  ^  30**  betragen  die  gefahrlichen  Anstreng- 
ungen im  Durchschnitt  nur  noch  ca.  —  -  —  der  Werte  bei  a  =  6^. 

2  •  4 

Im  speziellen  Falle,  wo  der  Rand  der  Bolu-ung  (wenn  eine  solche 
existiert;  vollständig  frei  ist,  und  der  Aussenrand  allein  Kräfte  und  Mo- 
mente zu  übertragen  hat,  tritt  eine  weitere  Erscheinung  zutage:  Solange 
der  Basiswinkel  klein  ist,  gestaltet  sich,  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen, das  Spannungsbild  wesentlich  anders,  je  ?iachdem  die  Schale 
bis  zur  Spitze  geschlosse?i  ist,  oder  in  der  Miite  eine  Offnuyig  auf- 
weist; bei  zunehmend e^n  Basiswinkel  wird  der  Unterschied  zwischen 
der  geschlossenen  imd  der  durchbohrten  Schale  geringer  joid  ver- 
schwindet beim  steilen  Kegel  fast  ganz. 

Während  also  bei  der  ebenen  Platte  und  schwach  gewölbten  Kegel- 
schale die  Entstehung  einer  zentralen  Bohrung  in  einem  vorher  ge- 
schlossenen Boden  eine  gänzliche  Störung  des  Spannungsverlaufes  und 
gefährliche  Anstrengung  des  ^Materials  in  den  inneren  Regionen  heibei- 
führt,  erweisen  sich  steile  Kegel  gegen  die  Gefahr  der  Anbohrung  viel 
widerstandsfähiger. 

b)  Vergleich  mit  den  Grenzfällen  der  ebenen  Platte  und  des 
Zylinders. 

In  den  fünf  Belastungsfällen,  welche  für  die  Technik  am  meisten 
Wichtigkeit  haben : 

1.  Stützung  aussen,  Aussenrand  frei  aufliegend,  zentrale  Bohrung   1:5; 

2.  >  >  »  »  »  geschlossene  Schale; 

3.  »  »  »  vollkommen  eingespannt,  zentrale  Boh- 

rung  1:5; 

4.  »  »  »  »  »  geschlossene  Schale ; 

5.  >         innen,  Innenrand  >  >  Aussenrand  frei; 

(konstanter  Oberflächendruck  p  in  allen  fünf  Fällen) 
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wurde  der  Vergleich  mit  den  beiden  Grenzfällen  des  Kegels  für  a  =  o 
und  a  =  90^  durchgeführt.     Solche  sind  : 

1.  Ebene  Platte  mit  und  ohne  Bohrung  1:5.  Aussendurchmesser 
1500  mm.     Wandstärke  /i  =  50  mm. 

2.  Unendlich  langer  Zylinder  mit  //  =  50  mm  Wandstärke.  Mittlerer 
Durchmesser  2r=  1500  mm,  resp.  2 /- =  300  mm,  je  nachdem  der 
Zylinder  mit  dem  aussen  gestützten,  oder  mit  dem  i  :  5  angebohrten,  am 
Bohrungsrand  gestützten  Kegel  verglichen  wird. 

Damit  sich  der  Zylinder  am  gestützten  Rand  im  gleichen  statischen 

Zustande  befinde,    wie  der  Kegel,   ist  ausser  dem  Aussendrucke  p  eine 

^2 


axiale  Druck-,  oder  Zugkraft/*  vorauszusetzen  vom  Betrage 
(Druck),  resp.   — Kr^p  (Druck)  mit  ^=75  cm,  oder  -\-n.{2^r^ 


nyr^--]P 


-f^)p 


ji>i> , 


-^^^^ 


^S 


^fe 


sr- 


^^^ 


'I5 


t 


3 


te^ 


(Zug)  mit  r=  15  cm,  je  nachdem  der  Zylinder  als  Vergleichsobjekt  mit 
dem  aussen  gestützten,  i  :  5  angebohrten,  resp.  geschlossenen  Kegel,  oder 
mit  dem  i  :  5  angebohrten,  am  Bohrungsrand  gestützten  Kegel  dienen  soll. 

Die  Resultate*)  sind  für  die  ebene  Platte  in  den  Zahlentafeln  41  bis  45, 
für  den  Zylinder  in  den  Zahlentafeln  46  bis  48  zusammengestellt.  Dem 
Zylinder  gehören  ebenfalls  die  Kurvenblätter  47  und  48.  Für  jeden  Be- 
lastungsfall sind  in  einem  Kurvenblatt  die  Spannungsbilder  der  fünf  ver- 
glichenen Schalen  a  =  o^  6*^,  15^,  30*^,  90*^  übereinander  gezeichnet.  (Vergl. 
Kurvenblätter  41  bis  45). 

Aus  diesen  Darstellungen  geht  eine  beachtenswerte  Erscheinung  hervor. 
Das  Verhalten  der  6"-Kegelschale  erinnert  noch  deutlich  an  die  ebene 
Platte,  während  die  30*^ -Schale  schon  ausgesprochenen  Zylindercharakter 


*)  Nach  Formeln  des  §  9  berechnet.     Liegt  der  Zylinder   im  Grundkreis  frei 


auf,  so  sind  die  Spannungen  einfach  nach  a^  — 
zu  bestimmen. 


2xrA 


<7y^=  — -p  (Kesselformel) 


lor 

besitzt.  Am  auffallendsten  kommt  dies  zur  Geltung  in  den  drei  letzten 
Belastungsfällen. 

Die  Gegenüberstellung  der  Kunenblätter  13,  130  (Kegel  «=30®) 
und  47,  47a  (Zylinder)  zeigt,  dass  im  Falle  4  der  30®-Kegel  nicht  nur 
durch  den  Verlauf  der  Spannungen  und  der  Deformation,  sondern  sogar 
schon  durch  deren  Gross enordnung  dem  Zylinder  äusserst  nahe  tritt. 
Auch  im  Falle  5  (Vergl.  Kun^enblätter  18,  iS^  für  den  Kegel  und  48, 
48a  für  den  Zylinder)  besteht  deutliche  Analogie  in  der  Gestalt  der  Span- 
nungs- und  Deformationskurv'en  zwischen  30''- Kegel  und  -Zylinder;  dagegen 
weichen  hier  die  absoluten  Beträge  dieser  Grössen  noch  stark  vonein- 
ander ab. 

Zu  beachten  ist  femer  beim  aussen  gestützten  Kegel,  dass  mit  stei- 
gendem Basiswinkel  eine  Wanderung  der  Zone  grösster  Beanspruchung 
von  den  inneren  nach  den  äusseren  Kegelregionen  stattfindet:  darin 
verrät  sich  der  stetige  Übergang  von  der  ebenen  Platte  durch  den  Kegel 
zum  einseitig  begrenzten  Zylinder. 


Kapitel  4. 
Verwandte  Kegelschalen.     Empirische  Formeln. 


§  14.    Verwandte  Kegelschalen. 

Die  Tatsache,  dass  die  /-Funktionen  nach  der  zusammengesetzten 
Variablen  '^■=  Xx  fortschreiten,  lässt  vermuten,  dass  diese  Grösse  als 
Kennzeichen  für  die  Beurteilung  von  Kegelschalen  eine  besondere  Be- 
deutung besitzt.     Dies  soll  im  folgenden  untersucht  werden. 

Um  die  Ideen  zu  fixieren,  fassen  wir  ein  konkretes  Beispiel  ins  Auge: 
wir  setzen  konstanten  Oberflächendruck  voraus  und  betrachten  die  zwei 
Fälle : 

I.  Kegel  mit  zentraler  Bohrung,  Innenrand  frei,  Aussenrand  frei  aufliegend, 
II.       »        »  »  »  »  »  »       vollkommen  ein- 

gespannt. 

Im  Falle  des  frei  aufliegenden  Kegels  führen  die  Randbedingungen  *) 

i^)  o^^—x  =  o    für  ;i:  =  x^ :  (2)  o^^^^^  =  0    für  ;i;  =  ;iri ; 

(3)  a^^cosa  —  zsina  —  o  {ürx  =  X2;     (4)  ^-^^max  =  ^    ^^^  x  =  Xi, 
indem  man  links    alles    in  I-,-^  ■,  und  — ^  ausdrückt  **)  zu  folgenden  Be- 
stimraungsgleichungen  für   C^i  C^,  C^,  0^: 


(I) 


4)-^+©+4)^-@+4)^«+| 


(3) 
(4) 

+ 


hCr  + 


/2G  + 


/a^f 


idh   ,      h 


'-\di^"^^^''^ 


d  I^         H  .  ^ 


Vf 


-f- 


2|/3(i_^/2)A^tan 
p  {x\  —  xf)  cos^a 


_[i(.+,)_i(._,)j 


für  X  =  X\ 
»    x  =  Xi 


dh 


dH         ü 


/^2 
I 


sma 


>    X 


Xt 


p 


21/3(1  — ^/2)Ai^tang' 


»     X^=  Xi 


*)  Vergl.  §   ir,  Seite  80. 
**)  Mit  /'  =  X^und-  =  a4' 
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Nimmt    man    an,    dass    das   Verhältnis  von  Bohrung   zum  Aussen- 
hmesser  für  alle  untersuchten  S 
in  Verbindimg  mit  der  Beziehung 


durchmesser  für  alle  untersuchten  Schalen  dasselbe  —  =  d  ist,  und  formt, 

^2 


_  tang(^-2V3  (I  —v^)         -  _  y 
h 
die    rechten  Seiten    in  (i),  (2),  (3),  (4)  um,    so  gibt    man  denselben    die 
Gestalt : 

in  (i)  Rechte  Seite  =0  ■=  pcp^  (Ja) 5— 

tang^  a 


B(n-'')-i(«-'')]    , 


I 


in(2)        »  »     = /- — -—-=pcpo(lL^ 

12(1  —  v^)  tang^ «        ^  '^  tang* « 

2   12(1 — v^)         tang^a  tang^a 


12(1  —  v^)  tang^a  "  tang^a 

wobei  einige  der  Funktionen  ^($2)  sich  auf  eine  Konstante  reduzieren. 
In  symbolischer  Form  lautet  das  lineare  System  in  Ci,  C2,  C3,  C^  also : 

(I')  {)C,  +  {)C,  +  {)C,-^{)C,=pcf,{li,):^^^    fürX  =  Xi 
(2')  {)€,  +  {)  C,  +  {)Q-^{)C,  =  pcp,{m-^     .  3e  =  3ei 

(I)  2 

cos   ß 

(3')  {)C,  +  {)C,-^{)C,  +  {)C,  =  pcp,{lSi,)^^^^^      »   3e  =  3£2 

(4')  ( )  (fi  +  0  G  +  ( )  a  +  ( )  <^^  =/^*(3^)t-^^      »   9£  =  362 

Hierin  sind  sämtliche  Koeffizienten  auf  linker  Seite  nur  von  Xj  und 

3E21  oder,  wegen  ^  =  ^,  schliesslich  nur  von  3^2  allein  abhängig,  denn  die 

±2 
/-Funktionen  sind  in  dem  Argument  3£  entwickelt.    Für  die  am  Aussen- 

rande  eingespannte  Schale  würden  die  Randbedingungen*) 

(i)   ax^  =  T  =  o    für  ;ir  =  Xx ;     (2)  ^x^^,  =  o    für  ;ir  =  ;jri ; 

(3)  t^  =  o    für  ;t:  =  ;r2 ;  (4)  ^  COS a  —  ^  sin a  =:  o    iür  x  =  x^; 


*)  I  cos  a  —  ^  sin  a  =  o  ist  äquivalent  mit  e^  =  o.     Wegen  «^   =  —  (a^  —  v  a^  ) 
F  .  "  ,£00 

und  X  =  o  muss  auch   V  —  v  —  =  0  sein. 
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mittels  der  Formeln  des  §  1 1  explizite  ausgeschrieben,  in  folgender  Weise 
zum  Ausdruck  kommen : 

(I)    +  /i(fi+  /2C2+  hQ  +  \ 

(3)  -  /2G+  IxC,—  hC,+ 

(4)  +(^-4)^'+©-4)^^+( 


\di 


+ 


/^  (^4  =  o 


^3e 
p 


x 


+  U3e"^''3e/^'  21/3(1-^2)  Ä/^tang^ 


+ 


hc,^ 


pXi 


"^'^      ""äe/    *~    '    ÄA^tang 


2 )/3(i  — ?/2)  /z tang2 « 


L2  ^  2  ;ry 


für  ;r  =  ;ri 

»     X  =  Xx 

»    ;r  =  ,V2 
»    x-=  X2 


und  eine  analoge  Umformung  der  rechten  Seiten  wie  oben  ergibt: 


in  (i)  Rechte  Seite  =  o 


in  (2) 

in  (3) 
in  (4) 


[|(i  +  -)-^(i— )]         I 


12(1  — V') 


P 


tang^  a 


=  p  ipx  (3£2) : — r~ 
'^       ^      tang^  or 


=  p-xpi  (X2) 


[f+j.^1 


3^2/ 


12(1  —  v^)  tang^  a 


[j/?^+i(2— )] 


X2/; 


=  P  ^P^  (X2) 


=  prpi  (X2) 


tang**  a 

I 
tang^a 

I 


1 2  ( I  —  ?'2)       '"'''^  tang^  a  ^  '^*  ^'"'"  tang^  a 

Die  Bestimmungsgleichungen    in   Ci...  C^  erscheinen    somit    in  der 
symbolischen  Schreibweise : 

für  36  =  3£i 
>    3t  =  3ci 

»     X  =  X'i 
*      X  =^X2 


{!')     (  )  (f,  +  (  )  G  +  (  )  G  +  (  )  ^4  =/0l(3e2),_„3 

(2')  ( )  Ci  +  ( )  a  4  ( )  a  +  ( )  <^4 =/ ^2(3^2)  ,_„3 


tang^  a 
I 


(H) 


tang** « 
I 


(3')  ()(:'i-i-()a  +  ()a  +  ()<:^4  =  /'V^(3e2) 

(4')  ( )  C-i  +  ( )  a  +  ( )  a  +  ( )  ^4  =/'^4(3£2)^^^^^ 


tang^  a 
I 
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Die  Systeme  (I)  und  (11)  sind  von  ganz  analogem  Bau  und  unter- 
scheiden sich  nur  dadurch,  dass  in  (I)  Gl.  (3)  rechts  im  Zähler  cos^a 
statt  1  vorkommt.  Gestattet  man  sich,  solange  der  Basiswinkel  a  nicht 
30**  übersteigt,  die  naheliegende  Approximation*) 

cos  a  ^  I , 
so  lässt  sich  eine  einfache  Beziehung  aufstellen. 

Löst  man  nämlich  das  System  (I)  oder  (IT)  nach  Ci,  Ci,  C3,  C» 
auf,  so  erhält  man,  in  Determinantenform : 


C,= 


(5) 


a  = 


p 

^1 
(pi 

^4 

tang^« 

^ 
9 
^ 
^ 

'1 
'2 
's 

'4 

tang^a 

Cr. 


tang^ot 


;  C, 


tang^a 


(pi 
fp% 

Vi 


■wobei  wir  durch  Punkte  die  Koeffizienten  auf  linker  Seite  in  (I)  oder  (11) 
angedeutet,  und  aus  den  vier  Zählern  den  gemeinsamen  Faktor  in  einer 
Kolonne  ausgesondert  haben. 

Da  ebensowohl  die  q)  wie  die  einzelnen  Koeffizienten  in  sämtlichen 
Determinanten  nur  von  S«  allein  abhängig  sind,  so  zeigen  die  letzten 
Gleichungen,  dass  die  x\usdrücke  der  Integrationskonstanten  folgende 
Struktur  haben  müssen;  i'/C^i)  "=■  Funktion  von  'S,-2-) 


(6) 


^3  =  py.%(ß-^ 


tang^'a 

I 
tang^  a 


^2  =  /  /2  (B^a) 

Ci=pyA^2) 


tang^of' 

I 
tang^« 


*)  Es  ist  00330*^  =  0,866;  0032300  =  0,750,  daher  eine  Abweichung  von  25 "/o 
▼on  I ;    da  aber  cos^  a  nur   in    einem   der  vier  Elemente   einer  Kolonne   vorkommt, 

beträgt  der  mutmassliche  Fehler  in   Q,  Cj,  Cj»  C^  rund-  davon,  d.  i.  6,250/0. 

4 
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Diese  Werte  der  vier  Konstanten  haben  wir  in  die  Formeln*) 


l^^lA^^(i-^yc,i^ 


pA 


2  Eh  tang^ a 
px\ 


1 


X 


X 


V 

X 


2  I^  tang  a  x 


F'  = 


Sl"^^-'^, 


P 


x"^       2  Ehi^ng^a 


2  ^^  tang  a 
einzusetzen,  welche  durch  Benutzung  der  Relation 


j  =  2,  1,4,  3. 
k=  i,  2,3,  4. 

y  =  2, 1, 4, 3. 

x^j  ^  2  EhX'a.Ti^a      k  =  i,  2,  3,  4. 

P 

"•  J  =  I'  2,3,4. 

y=  1, 2, 3,4. 


2  ^^  tang  « 


x; 
2x; 


tang«.  2^3(1  —  ?^^)^  y 

A  =  1 ,       X  k  ^=  X 

h 
und  einfache  Umformung  sich  in  Ausdrücke  von  der  Gestalt 

—  =  {Funkt.  V.  3£2 ,  ae)  j^,  ^    o    ;     y  =  (Funkt,  v.  $2 ,  36)  -^r^ 


(7) 


^^tang^a' 


—  =  (Funkt.  v.lJU,!)  j  ^       2    , 


F'=  (Funkt.  v.Xs.ae) 


^>4tang^«' 

P 
h  tang^  a 


verwandeln  lassen,   wie  die  Ausrechnung  sofort  zeigt.     Alsdann  ergeben 
sich  die  Spannungen  selber  zu :  **) 


*)  Siehe  §  3  und  §   11. 
♦♦)  Siehe  §  3  und  §  11. 
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Gr-.._    = 


y^j;?-\!L=   (Funkt.  V.  $2,  X)  ; 


au2 = 


I  —  ;'^\  x)  2  tang^a' 

-^  /'^^'  +  i:\ A  =  (Funkt. v.Xa.Xj      ^      " 


(8) 


o^^       = 


I  —  v^\  X  j  2  tang-  a 

^—  =  (Funkt.  V.  X2 ,  Xj  -^ : 

;i;  tang-*  a 


=  /,v'j^^  =  (Funkt. v.aea.X)    ^ 


^o  //  tang"^a 

/i  V  Fix)  ,     , 

Allein  die  Schubspannung  r  = tang  «  — macht  Aus- 

;i:  hx  cos  a 

nähme,   und  lässt  eine  Darstellung  in  der  Form 

/(3e2,X)-A- 

tang-« 

nicht  zu.    Hierin  ist  der  Grund  zu  erblicken,  warum  der  frei  aufliegende 
Kegel  den  Beziehungen  (8)  nur  angenähert  mit  der  Approximation  cos  «g^  i 
folgt:  es  ist,  weil  in  der  Randbedingung  (I),  (3),  a^^^cosa  —  rsina^o, 
die  Schubspannung  enthalten  ist. 
Die  Formel 

(9)  <7  =  /-/(X2.X)--^ 
^  tang-^a 

ist  nicht  auf  die  beiden  Belastungsfälle  beschränkt,  für  welche  sie  abge- 
leitet wurde,  sondern  gilt  allgemein  für  Belastung  durch  konstanten  Ober- 
flächendruck, und  zwar  ist  ihr  Anwendungsbereich  unbegrenzt,  wenn  in 
den  Randbedingungen  die  Schubspannung  nicht  vorkommt,  dagegen  auf 
cos  a  ^  I  ,  o*'  <  «  <C  30",  limitiert,  wenn  die  Randbedingungen  mit  der 
Schubspannung  irgendwie  zusammenhängen*) 

Bei  anderen  Belastungsarten  des  Kegels  (Elementarfälle,  axiale  oder 
radiale  Trägheitskräfte),  lässt  sich  in  analoger  Weise  wie  oben  zeigen, 
dass  die  Spannungen,  mit  Ausnahme  der  Schubspannung,  innerhalb  der 
gleichen  Grenzen  der  Strukturformel 

(10)  (7  =/i  (3^,3E)-/2(r2,/z,  «) 

folgen  müssen,  in  deren  einem  Bestandteil  der  laufende  Wert  des  Argu- 
mentes X ,  im  anderen  die  Kegeldimensionen  bestimmend  sind. 


*)  Die  Formel  gilt  also  unbedingt,  -wenn  der  Kegel  am  gestützten  Rand  voll- 
kommen eingespannt,  dagegen  nur  für  cos  a  ^  i ,  wenn  der  Kegel  am  gestützten  Rande 
unvollkommen  eingespannt,  oder  frei  aufliegend  ist. 
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Die  Formel  (lo)  ist  der  Ausdruck  der  Sätze  über  verwandte  Kegel- 
schalen, welche  man  so  fassen  kann: 

1 .  Kegelschalen,  welche  auf  gleiche  Werte  der  zusammengesetzten 
Grösse  li  =  X  X  führen,  sind  in  ihrem  elastischen  Verhalten  miteinander 
verwandt. 

2.  hiner  halb  gewisser  einschränkender  Bestimmungen  und  7nit 
Ausnahme  der  Schub  Spannung,  haben  verwandte  Kegelschalen  ein 
affines  Spannungsbild ;  das  Affinitätsverhältnis  ist  eine  Funktion  der 
Kegeldimensionen. 

Als  unmittelbare  Folge  dieser  zwei  Sätze  gilt,  mit  unbegrenzter  An- 
wendbarkeit,  der  dritte : 

3.  Geometrisch  ähnliche  Kegelschalen  (d.  h.  solche  mit  gleichem 
Winkel  a  und  gleichem  Verhältnis  von  Dicke  zu  Durchmesser)  erleiden 
in  ähnlich  gelegenen  Punkten  die  gleiche  Beanspruchwig,  wenn  sie 
in  gleicher  Weise  belastet  si?id  (d.  h.  wenn  sie,  bei  gleichen  Auf- 
lagerungs-  und  Einspannungsverhä Itnissen  am  Rande,  die  gleiche 
Flüssigkeitspressung  p  aufzunehmen  haben). 


§    15.   Empirische  Formeln. 

Im  praktisch  wichtigsten  Falle  des  konstanten  Oberflächendruckes, 
gestattet  die  Strukturgleichung 

(I)  <?=//(X2,3e)— ^ 

tang"*  a 
empirische  Formeln  aufzustellen,  welche,  wenigstens  innerhalb  eines  ge- 
wissen Bereiches,  für  alle  möglichen  Kegelschalen  gültig  sind. 

Massgebend  für  die  Dimensionierung  eines  Kegelbodens  sind  die 
höchsten  Normalspannungen*),  welche  stets  an  einer  bestimmten  Stelle 
auftreten,  so  dass  sie  durch 

I 


(2)  .    max  tr  =//(3£2)^       2 

gegeben  sind.  **)    Diese  Formel  ist  auf  alle  Kegel  anwendbar  und  kann 

*)  Vergl.  Stodola,    Dampfturbinen,    Loc.    cit.,    Seite    244    unten    (Gesetz   von 
Guest-Mohr). 

**)  Unter  Xj  der  dem  Aussenrand  entsprechende  Randwert  von  -t  verstanden, 
damit  die  Formeln  in  gleicher  Weise  für  zentrisch  durchbrochene  und  geschlossene 
Schalen   anwendbar  seien.   Vorausgesetzt  wird  bei   gebohrten  Schalen,  dass  das  An- 

bohrungsverhältnis  -^  dasselbe  bleibt. 
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zur  Bestimmung  der  Maximalspannungen  benutzt  werden,  sobald  es 
gelingt,  für  fi]io)  einen  allgemeinen  Ausdruck  in  Abhängigkeit  von  Ja 
aufzustellen. 

Hat  man  für  eine  Schale  vorgeschriebener  Dimensionen  den  Zahlen- 
wert der  in  Frage  kommenden  Höchstspannung  berechnet,  so  erhält 
man  aus 

„          tang-  a 
fiXo)  = (max  ü  berechnet) 

einen  dem  3^2- Wert  zugehörigen,  von  der  benutzten  Schale  unabhängigen 
/"-Wert.  Indem  man  an  durchgerechneten  Kegeln  in  dieser  Weise  Werte- 
paare Ho,/,  ermittelt,  kann  man  den  Verlauf  von  f  mit  3E2  durch  eine 
Kurve  darstellen,  die  man  durch  eine  empirische  Formel  wieder- 
zugeben sucht. 

Von  Belang  ist  es,  dass  diese  empirische  Formel  sich  an  die  beiden 
Grenzfälle  der  Platte  und  des  Zylinders  anpasse;  dadurch  erhält  sie  einen 
höheren  Wahrscheinlichkeitsgrad. 

Soll  die  Formel  (2)  für  «  =  o  (Platte)  und  «  =:  90"  (Zylinder)  end- 


liche Spannungswerte  liefern,  so  muss  wegen  /.  := 

in  3E2  =  o        /(3t'2)  =  o 
in  3^2  =  ^       f(^)  =  '^ 


tanga  2  V^  (i — i^) 


h 


auch 


sein.     Die    rechte    Seite    in    (2)    nimmt    dann    die    unbestimmte    Form 

— ,  resp.  ^  an ;  ihren    wahren   Wert   erhält    man    in    beiden  Grenzfällen 
o 

nach  dem  Satze  über  unbestimmte  Formen  zu 
//(X2 


Lim 

tang^  a 

hierin  ist  gemäss 


=■  P  Lim 


df_ 
da 


—  (tang2«) 


da 


=  p  Lim 


df   dü^ 
d\„    da 


cos^a 


(3) 


vC^  —  /.  X2 1    A  — 


tang uiVt)  (i  —  r^) 


cos« 


bei  Konstanthaltung  von  ro  die  Derivierte 


da 


V^^n-i^) 


^2    I 


sm-  a 


cos''« 


einzuschieben,  so  dass 


HO 


(4) 


Lim 


//(3£2) 

tang^  a 


df 


=  P 


-^2V^{i-v')-f{i-\-ün^a) 


2  sma 


wird.  Aus  dieser  Relation  lässt  sich  der  Verlauf  \on.  f  (^^  in  X2  =  o 
und  3^2  =  -|-  •»  angeben.  Mit  Hinweis  auf  (3)  ist  leicht  festzustellen, 
dass  die  rechte  Seite  in  (4)  für  die  untere,  respektive  obere  Grenze 
einen  bestimmten  Sinn  besitzt,   wenn 


(5) 


362  =  o 


df 


düi 


2     Kq    X2    j 


Lim 
$2  =  0 

y   _  Q  1/(3^2)1  =  >^o  3£|;    ^o  =  Konstante 


(6)        in  $2  =  + 


Lim 

dC2  =  00 

Lim 


ddl2 


—  ^00  j 


y    _  0^  1/(3^2)1  =  -^00  362;     '^00  =  Konstante 
ist;    es  entstehen   dann   aus  (2)  und  (3)  die    endlichen    Spannungswerte 


(7) 
(8) 


362  =  0 


X2 


+  00 


3p     _  O    I  "^^^  ^"1   =  -^o  12  (l 

Lim      I 

3C2   =  00    ' 


V 


K' 


-P- 


a\=K2Vi{i-v')-fp. 


Diese  zwei    letzten  Formeln    gestalten    eine    unmittelbare  Kontrolle 
inbezug  auf  ihre  Dimension.    Für  die  Platte  gelten  die  Ausdrücke  *) 

^•^^max  ~  j   ^2  X 

x[(3  +  ^)f^^+^|(ii-^)Log,r2  +  (i~r)j  +  (i+.0^-(i--^)^'j-^. 


y^mayi 


V 


x[(i  +  3^)|-;^^+^|(i  +  ^)Log;.2_(,_^)j_^(i_^^)^^(i_^)^^|^. 

Die  Werte  der  zwei  Faktoren  a,  b,  und  der  zwei  Integrations- 
konstanten Ci,  C2  sind  in  §  9,  Seite  52  angegeben;  nach  Einsetzen  und 
Umrechnung  werden  vorstehende  Ausdrücke  auf  die  Schlussform 


*)  Siehe  §  9.    Vergl.  auch  Bach,  Elastizität  und  Festigkeit. 


III 

(9)     cr^.^^=  Reine  Zahl ^/;    o,,,^^^  =  Reine  Zahl -/;    G^^  =  a^^=o 

gebracht.  Für  den  Zylinder  lassen  sich  die  Spannungen,  gemäss  Formeln 
{15)  in  §  9,  Seite  56,  nach  Transformation  in  der  Endgestalt 

hinschreiben. 

Der  Vergleich  der  Formeln  (7)  und  (9),  respektive  (8)  und  (10) 
zeigt,  dass  die  Koeffizienten  ko  und  k^  reine  Zahlen  sind,  unabhängig 
von  den  Platten,  bezw,  Zylinderdimensionen.    Die  Darstellung 

max  a  =  pf  (Xo) 5— 

tang''  a 

gilt  also  auch  im  Grenzzustand  für  die  Platte  und  den  Zylinder. 

Die  Funktion  /  (3E2)  muss  den  zwei  Bedingungen 

genügen.  *)    Diesen  Forderungen    wird    entsprochen    durch  Ansätze   der 
allgemeinen  Form : 


'I'K  +  i+l  »^*2Jir+2+C 

wobei  C  eine  Konstante  ist,  fp^  eiiie  Summe  von  Potenzengliedern  vom 
höchsten  Grade  K  in  Tc^,  mit  positiven,  sonst  aber  beliebigen  (auch 
gebrochenen)  Exponenten.  Es  hat  sich  gezeigt,  dass  der  erste  Ansatz 
für  die  Wiedergabe  der  maximalen  Spannungen  am  Innenrand  sich 
besser  eignet,  während  der  zweite  sich  den  Spannungshöchstwerten  am 
Aussenrand  gut  anpasst. 


*)  Die  Bedingung  in  Jg  =  00  kommt  nur  in   den  Fällen    in  Betracht    wo    die 

!l  max  o  =P/(JL) 5—  unbegrenzte 

^•^  ^  ■*^tang2a 

**)  Mitteilung  von  Professor  Meissner. 


Formel  max  a  =p/nL) 5— unbegrenzte  Gültigkeit  hat 

tang'=a 
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§   i6.  Numerische  Ergebnisse. 

Für  die  maximalen  Spannungen    am  Innenrande    machen    wir   die 

Ansätze : 

i  1  i 

■^<^'>°'  M3ei  +  ^3e.  +  .   •  '==p-/(3e.)= jj^^^jr^ 

und  für  die  maximalen  Spannungen  am  Aussenrande  den  Ansatz : 

/ (3^2)  =  f  ,  rep./ (3e,)  =  ^' 


Es  wurden  für  die   fünf  technisch  wichtigen  Belastungsfälle : 

1.  Stützung  aussen;   Aussenrand  frei  aufliegend;  zentrale  Bohrung   1:5, 

2.  »  »  »  »  »  geschlossene  Schale, 

3.  »  »  »  vollkommen  eingespannt ;  zentrale  Boh- 

rung   I  :  5, 

4.  »  »  »  >  »   geschlossene  Schale, 

5.  »         innen;    Innenrand  »  »   Aussenrand  frei, 

(konstanter  Oberflächendruck  in  allen  fünf  Fällen) 

empirische  Formeln  für  die  gefährlichen  maximalen  Anstrengungen  auf- 
gestellt. 

Als   Grundlage    dienten    die    bei    der    Kegelserie    mit    ^2  =  75  cm, 
h  =  5,0  cm,  a  =  o*^,  6^,    15*^,  30*^,  90*^  gewonnenen  Ergebnisse. 

Die  zwei  Grenzkonstanten  k^,  ^„  in  ^  \f(^i}  |  und  ^  \f(^2)  1 

^2  —  O  »^2  —  ^ 

sind  leicht  unter  Anwendung  der  Zahlenwerte  für  die  spezielle  Platte 
^2  =  75  cm,  h  =  5,0  cm  und  den  speziellen  Zylinder  ^2  =  75  cm 
j4  =  5,0  cm  zu  ermitteln.    Es  ist  einfach  zu  setzen:  *) 

I           (opiatte,  berechnet) 
K    =  d,    resp.  -=  = -j ; 

,     _   a                I     __  (gzyiinder)  berechnet) 
K^  —      )  resp.     —  —  — 

^  VÄ  2>/3(i_,,2)^^ 

mit  den  speziellen  Werten  von  ^2  und  /i. 

In  den  Fällen  3,  4,  5  haben  die  empirischen  Formeln  unbegrenzten 
Gültigkeitsbereich    {o  <^  a  <C  QO**) ;    in   den  Fällen   i   und  2  dagegen  ist 


»)  Vergl.  Gl.  (7)  und  (8)  in  §  15. 


"3 

ihre    Anwendbarkeit    an    die   Annäherung    cosa^  i,  d.  h.  rd  a  <C  io^ 
gebunden.  *) 

Die    Formeln,  welche    mit    allem  Vorbehalt    gegeben   werden,   sind 
nachstehend  zusammengestellt. 

I.  Kegel  mit  zentraler  Bohrung  1:$]  konstanter  Oberflächen- 
druck;  Stützung  aussen.  Innenrand  frei;  Alis  senrand  frei  aufliegend. 

a)  Grösste  totale  Meridianspannung  in  Nähe  der  Erzeugendenmitte ; 
Aussenseite  der  Schale. 

max.  tot.  Ox         =  —  p    ,  3—  (Druck). 

•"*^  1^2,022X1-4,986X2+212,1  tang^a 

(Gültig  für  o  <  «  <  30".) 

b)  Grösste  totale  Tangentialspannung  in  Nähe  der  Erzeugendenmitte ; 
Innenseite  der  Schale. 

gL 

V^^^^'SX  +  33.05 X2  +  24,75  ^^g'« 

(Gültig  für  o  <  a  <  30«.) 


niax.  tot.  Oy.^^  =-\rP  ,/ ^   .    ^ '       ^,     .    =  ZZZTZ  (^"g) 


cj  Grösste  totale  Tangentialspannung  am  Innenrande ;   Aussenseite 
der  Schale. 

3c|(o,ooo,8io.7  9^,  —  0,047.30  X,«  +  0,201.0) 
max.  tot.  (7„         =  —  p  -^ -=i ^^„    — ■ — ~  X 

yaussca  ^  O.O  I3.4O  3^  —  O,  I  22.8  X  +  I 

X  —^  (Druck). 
(Gültig  für  o  <  a  <  30«.)  ^^^S" « 

2.  Kegel  bis  zur  Spitze  geschlossen;   konstanter  Oberftächen- 
druck;  Stützung  am  Aussenrande.    Aus senr and  frei  aufliegend. 

a)  Grösste  totale  Meridianspannung  in  Nähe  der  Erzeugendenraitte. 

Aussenseite  der  Schale. 

Xl                                I 
max.  tot.  (Tx         =  —  p    ,  5—  (Druck). 

^"^  >/i.503  XI  +  9,965  X.2  + 77.92  tang^« 

(Gültig  für  o  <  cf  <  30".) 

b)  Grösste  totale  Tangentialspannung  in  Nähe  der  Erzeugendenraitte, 
Innenseite  der  Schale. 

J5 l_ 

1/0,94943^1+23,58X2+77,92  t^ng' « 
(Gültig  für  o  <  a  <  30«) 


max.  tot.  Oy.^^^  =  p  ,,  ^    ,  ^^     _  —  ^—^:^  (Zug). 


*)  Siehe  §  14. 

Dubois,  Festigkeitsberechnungen. 
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3-  Kegel  mit  zentraler  Bohrung  i'-5',  konstanter  Oberflächen- 
druck;  Stützung  am  Aussenrande.  Innenrand  frei;  Aussenrand  voll- 
kommen eingespannt. 

a)  Grösste    totale  Meridianspannung    am  Aussenrande.     Innenseite 
der  Schale. 

max.  tot.  Gx-        =  —  P   I  ■  ■  o   ■        =^  X 

r  2,638  X|  4-  29,88  dtaä  —  30,74  Xa^  +  224,1 

X  — ^  (Druck). 
(Gültigkeit  unbegrenzt.)  tang^« 

b)  Grösste  totale  Tangentialspannung   am  Innenrande.    Aussenseite 

der  Schale. 

i 
3£|(-l- 0,000.846. 5  3£o  — 0,01 5.77  3£o'2  +0,061.62) 

max.  tot.  Oy        =—p  — ^ i^ r^ X 

Haussen  /'  +  O.O  I3.98  3e^  -  O,  I42.4  3^2  -f  I  '^ 

X  —^  (Druck). 
(Gültigkeit  unbegrenzt.)  tang^a 

4.  Kegel  bis  zur  Spitze  geschlossen;  konstanter  Oberflächen- 
druck; Stützung  am  Aussenrande.  Aussenrand  vollkommen  eingespannt. 

a)  Grösste  Meridianspannung  am  Aussenrande.  Innenseite  der  Schale. 

max,  tot.  öj,.       =  —  P    ,  ^  =  X 

F 2,6 16X1+  27,93  E,3_  25,933^234-  211,8 

X  —V-  (Druck)- 
(Gültigkeit  unbegrenzt.)  tang^a 

b)  Grösste  totale  Tangentialspannung  in  Nähe  der  Eizeugendenmitte, 

Aussenseite  der  Schale. 

3f2 

max.  tot.  Ou         =  —  p  ■ ,  '■  ^   .  X 

^aussen  1/  4  2  '^^ 

K9,852  3tH-  i76,583e2^-38,io3f^+ 501,8 

X  -Ar-  (Druck). 
(Gültigkeit  unbegrenzt.)  tang-or 

5.  Kegel  mit  zentraler  Öffnung  i:^;  konstanter  Oberflächendruck; 
Stützung  am  Innenrande.  Innenrand  vollkommen  eingespannt;  Aussen- 
rand frei. 

a)  Grösste  totale  Meridianspannung  am  Innenrande.  Aussenseite 
der  Schale. 


"5 

max.  tot.  a,'         = 

•^aussen 

Al(+o,i32.o9e2+o,i49-4X2^-o,298.5X2^H-o,337.3)      i 

=^ 0,1071  ii-^i t-i^i^  (^"«>- 

(Gültigkeit  unbegrenzt.) 

b)  Grösste  totale  Tangentialspannung  am  Innenrande.    Aussenseite 
der  Schale, 
max.  tot.  (7„         = 

^aussen 

2  2 

_    y2i4-o.032.993t^2+o>o^4-75>^2^-o.045-723C23-fo.i2i.o)      i 
^  0,089.22^1+1  tang^a'^^'" 

(Gültigkeit  unbegrenzt.) 

In  allen  diesen  Formeln  ist 


^,         .            .     .        tang  a  2 1^3  1 1  —  v-)  ^2 

\^  =  Lx^rait  L= — ;     x._=-^^- 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  in  obigen  Formeln   vorkommenden 
gebrochenen 

I     I     2    4 
Potenzen  — ,  — ,  — ,  —  sich   ohne  Logarithmen  und  ohne  jede  Zwischen- 
2333 

rechnung    direkt    in    der    Zahlentabelle    im  Taschenbuch    «Hütte»*)  mit 
mehr  als  hinreichender  Genauigkeit  aufschlagen  lassen. 


§  17.  Ei7ifache  Näherungsformebi. 

Die  in  §  16  entwickelten  empirischen  Formeln  geben  den  Verlauf 
der  Maximalspannungen  sehr  treu  wieder,  sind  aber  für  den  andauernden 
praktischen  Gebrauch  etwas  kompliziert.  Es  ist  daher  wünschenswert, 
zur  raschen  Orientierung  in  technischen  Fällen,  oder  zur  ungefähren 
Abschätzung  der  höchsten  Spannungen,  einfache  Näherungsformeln  zu 
besitzen,  bei  welchen  geringer  Termenzahl  und  Einheitlichkeit  der  Vorzug 
gegenüber  grosser  Genauigkeit  gegeben  wird. 

Unter  ausdrücklicher  Reserve  schlagen  wir  für  die  in  jedem  Falle 
auftretende  überhaupt  grösste  Normalspannung  Näherungsformeln  vor, 
vom  Typus 

max.  tot.  G  ^  p  = 

VaHil  +  blii^  +  c 


*)  «Hütte»,  des  Ingenieurs  Taschenbuch,  22.  Aufl.,  Seite  2 — 23,  Berlin,  W.  Ernst 
und  Sohn. 


ii6 


i\2  —  /v.  X2  j       A  —  j >       -^2  — 


/t  '      COS  a 

mit  einem    durchschnittlichen  Näherungsgrade  von  +  1 5  ^/O-    Belastung 
durch  konstanten  Oberflächendruck  p. 

1 .  Stützung-  aussen ;  Bohrung  /  •'  5 ;  Innenrand  frei;  Aussenrand 
frei  aufliegend. 

3^                                I 
grösst.  tot.   ö-  =  +/     .  ^  r—     (Zug). 

^^  ]/o,9 176  SM- 33,05  3^2  +  24,75  t^^g' « 

(Gültig  für  o  <  «  <  30''.) 
(Tangentialspannung  in  der  Nähe  der  Erzeugendenmitte.    Innenseite  der 

Schale.) 

2.  Stützung  ausseht;  Kegel  bis  zur  Spitze  geschlossen;   Aussen- 
rand frei  aufliegend. 

3£^  I 

grösst.  tot.   ()•  =  —  p    .  r—     (Druck). 

^  )/i, 503  X^  +  Q.965  3^2  +  77,92  tang-a 

(Gültig  für  o  <  «  <C  30*^). 

(Meridianspannung  in  der  Nähe  der  Erzeugendenraitte,  Aussenseite   der 

Schale.) 

3.  Stützung  aussen;  Bohrung  i:^;  Innenrand  frei;  Aussenrand 
vollkommen  eingespannt. 

Hl  I 

grösst.  tot.   o"  =  —  p  ■■  5—     (Druck). 

1/2,638  3e^  +  64,87  X2  +  224,1  tang-« 

(Gültigkeit  unbegrenzt.) 
(Meridianspannung  am  Aussenrande.     Innenseite  der  Schale.) 

4.  Stützung  aussen;  Kegel  bis  zur  Spitze  geschlossen;  Aussen- 
rand vollkommen  eingespannt. 

3£2  I 

grösst.  tot.   (7  =  —  p  ^  -jT—    (Druck). 

V^2,6i6  XI -1-60,37  362  +  211,8  tang-« 

(Gültigkeit  unbegrenzt.) 

(Meridianspaimung  am  Aussenrande.     Innenseite  der  Schale.) 

5.  Stützung  innen;   Bohrung  /.'j;    Innenrand  vollkovitnen  ein- 
gespamit,  Aussenrand  frei. 
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3P  I 

grösst.  tot.   <;  =  -f  /    ,  '  5-  *)    (Zug). 

^^Vo.658  9£^- 3,448  3e2+ 8,790  tang^«   ^    ^     «^ 

(Gültigkeit  unbegrenzt.) 
(Meridianspannung  am  Innenrande.     Aussenseite  der  Schale.) 

Bei  am  Aussenrand  gestützten  Kegelschalen  mit  zentraler  Öffnimg 
(Fälle  I  und  3)  wird  bei  kleinen  Argumenten  X  (etwa  3E  <C  10)  die  totale 

Tangentialspannung  am  Bohnmgsrand  gefährlich.  Diese  Spannung  ist 
nach  den  Formeln  des  §  16  zu  berechnen,  da  sich  hier  ein  einfacher 
Näherungsausdruck  nicht  angeben  lässt. 

Zum  Schluss  sei  noch  auf  folgende  Bemerkiing  hingewiesen.  Bei 
grossen  Argumenten  hesse  sich  der  obere  Teil  der  Kurve  /"(Xa)  ™it 
grober  Approximation  durch  ein  Geradenstück 

/(3E2)  ^al2-{-  ^     (3^  gross) 
ersetzen.     Es  wären  dann  die  Maximalspannungen  durch  die  Formel 

max  a  :=  Konstante  •  . f-  Konstante ^-r—      (3Eo  gross) 

A!  sm  «  tang-  a 

dargestellt,    aus    welcher    der  Einfluss    der    einzelnen    Kegeldimensionen 

deutlich  zu  erkennen  ist ;   auch  kommt  hier  der  Zylindercharakter  steiler 

Kegelschalen  zum  Ausdruck,  denn  die  Zylinderschale  ist  durch  das  Ver- 

r» 
hältnis  -^  gekennzeichnet. 

Bei  kleinen  Argumenten  3:2,  also  bei  flachen  Kegelschalen  ist  der 
perabolische  Verlauf  in  Lim  \/{?C2)  \  massgebend,  so  dass  die  Spannungen 
sich  dem  Gesetz  ^*^° 

max  a  =  Konstante  •  -^  — ^-r—  (3^  klein) 

n^  cos^  a 

nähern;  es  illustriert  dies  den  Plattencharakter  flacher  Kegelschalen.  (Ab- 
hängigkeit vom  Quadrat  (-|- 


♦)  Einen  noch  besseren  Anschloss  gewährt  in  -diesem  Falle  die  Formel 

32  (0.081.7  X -4- 0,337.3)       I 

grösst.  tot  a  =  +/  J     ~r  .'^^^  ^^ 5-. 

0,066.3  X| -)- I  tangäff 

die  aber  nicht  unter  denselben  Ansatz  wie  die  übrigen  (allt. 
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§  i8.    Schlussbetrachtungen. 

Aus  den  vorangehenden  Entwicklungen  lassen  sich  einige  allgemeine 
Eigenschaften  der  Kegelschale  überblicken,  die  an  letzter  Stelle  hervor- 
gehoben werden. 

I.  Die  Beanspruchung  einer  Kegelschale  ist:    ■ 

a)  der  Belastung  direkt  proportional, 

b)  mit  dem  Schalendurchmesser  zunehmend, 

c)  mit  der  Schalendicke  abnehmend, 

d)  bei  steiler  werdendem  Kegel  abnehmend. 

Geometrisch   ähnliche  Kegelschalen    sind    bei    gleicher  Belastung    gleich 
beansprucht. 

II.  Ein  kegelförmig  gewölbter  Boden  ist  steifer  als  ein  ebener;  im 
besonderen  besitzen  die  zentralen  Teile  eine  grössere  Steifigkeit  als  die 
dem  Aussenrande  nahe  gelegenen. 

III.  Durch  Einspannung  des  tragenden  Randes  wird  die  Festigkeit 
eines  Kegelbodens  erheblich  gesteigert;  soll  aber  die  Einspannung  ihren 
Zweck  völlig  erfüllen,  so  muss  sie  vollkommen  sein,  d.  h.  in  solcher 
Weise  verwirklicht,  dass  weder  Verdrehung  noch  radiale  Ausdehnung 
des  tragenden  Randes  eintreten  kann. 

IV.  Sofern  der  Basiswinkel  nicht  sehr  klein  ist  (etwa  «  >  lo*')  be- 
dingt in  einer  am  Aussenrand  gestützten  Kegelschale  eine  Bohrung  i  :  5 
(den  normalen  Verhältnissen  bei  Zylinderdeckeln  und  Dampfturbinen- 
böden entsprechend)  keine  wesentliche  Störung  des  Spannungszustandes 
gegenüber  einer  bis  zur  Spitze  geschlossenen  Schale.    M.  a.  W. : 

Eine  nicht  allzu  flache  Kegelschale  ist  —  im  Gegensatz  zu  der 
ebenen  Platte  —  gegen  Anbohrung  im  üblichen  Mass  i  ;  5  nahezu  un- 
empfindlich. 

V.  Kegelschalen  mit  kleinem  Basiswinkel  (etwa  a  <[  10^)  stehen  in 
ihrem  elastischen  Verhalten  der  ebenen  Platte  noch  sehr  nahe,  während 
schon  massig  steile  Kegel  {a  >  30'^)  ausgesprochenen  Zylindercharakter 
zeigen ;  der  eigentliche  Kegelcharakter  kommt  zwischen  «  =  1 0°  und 
of  =  30^  zur  Geltung. 

Diesen  allgemeinen  Sätzen  knüpfen  wir  einige  Schlussfolgerungen 
für  den  Maschinenbau  an. 

Soll  in  irgend  einem  Maschinenteil  eine  Wand  oder  ein  Boden  durch 
kegelartige  Wölbung  versteift  werden,  so  ist  es  erforderlich,  der  Grund- 
form mindestens  8 — i  o*^  Neigungswinkel  zu  geben.  Dagegen  hat  es  keinen 
grossen  Sinn  mehr,  den  Kegel  mit  einem  steileren  Basiswinkel  als  30"  auszu- 
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führen :  abgesehen  davon,  dass  bei  grossen  Basiswinkeln  eine  unschöne 
und  unbequeme  Gestalt  entsteht,  ist  auch  durch  Vergrösserung  von  a 
über  30*'  hinaus  kein  nennenswerter  Gewinn  an  Festigkeit  zu  erwarten. 

Der  Maschinenbau  hat  sich  zu  einer  Zeit,  wo  man  über  die  Festig- 
keit der  Kegelschale  noch  nicht  orientiert  war,  erstaunlich  genau  an  diesen 
zwei  Grenzwerten   lo*^  und  30''  gehalten. 

Zwischenböden  von  Aktionsdampfturbinen  (Curtis,  Zoelly,  A.  E.  G. 
usw.),  bei  denen  die  axiale  Dimension  sehr  beschränkt  ist,  werden  ge- 
wöhnlich mit  8  — 10^  Basiswinkel  ausgeführt,  also  mit  der  unteren  Grenze 
des  nützlichen  Intervalls.  Dagegen  erhalten  Niederdruckkolben  mehr- 
zylindriger  Dampfmaschinen  (SchifTsmaschinen,  Walzenzugsreversierma- 
schinen)  in  der  Regel  Kegelform  mit  30^  Grundwinkel;  dies  ist  bereits 
die  obere  Grenze. 

Auch    in    der  Dimensionierung    von    Kegelböden    hat    die  Technik 

ziemlich  das  Richtige  getroffen.    Zum  Beispiel  ergibt  ein  Dampfturbinen- 

zwischenboden  von  1500  mm  Durchmesser,  300  mm  Bohrung,  50  mm  Dicke 

h         I 
(entsprechend  einem  Verhältnis  —  =  — ,  einem  in  der  Praxis  sehr  häu- 

figen  Wert)  und   i  o^  Basiswinkel : 
bei  freier  Stützung  am  Aussenrande : 

überhaupt grösstes  a^ —  130/  (Druck,  Meridianspannimg,  Aussenseite), 
bei  vollkommener  Einspannung  des  Aussenrandes : 

überhaupt  grösstes  (j  ^  —  80/  (Druck,  Meridianspannung,  Innenseite), 

d.  h.  bei  10  Atm.  Überdruck  —  1300,  resp.  — 800  kg/cm^;  diese  Werte 

wären  bei  Gusseisen  wohl  zulässig,  umsomehr,  als  ein  Druckunterschied 

von  10  Atm.  zwischen  zwei  Turbinenstufen  noch  viel  zu  hoch  angesetzt  ist. 

Ein    Schiffsmaschinenkolben    mit   1500  mm  Durchmesser,    300  mm 

Nabendurchmesser,  50  mm  Dicke  ( —  =  — )  und  30*^  Basiswinkel  erleidet 

\''2        15/ 
eine  Höchstbeanspruchung 

<j  =  -|-  150/  (Zug,  Meridianspannung,  Aussenseite) 
am  Nabenrand.  Mit/  =10  Atm.  Überdruck  (ebenfalls  einem  sehr  hoch 
angesetzten  Wert  bei  einem  Niederdruckkolben)  erhält  man  cr=  isookg/cm^. 
Die  «zulässige»  Festigkeit  des  hier  in  Betracht  kommenden  Stahlgusses  ist 
aber  wesentlich  höher.  Das  in  der  Praxis  sehr  häufige  durchschnitt- 
liche Verhältnis  —  von  Dicke  zu  Durchmesser  ist  also  in  normalen  Fällen 

30 
vollends  berechtigt. 


Tafeln 
zu  den  /-Funktionen. 


Bemerkung  zu  den  Tafeln  der  /-Funktionen. 


In.  den  Tabellen  3  und  4  sind  die  numerischen  Werte  der  Funk- 
tionen /,  deren  Ableitungen  und  Integrale  zusammengestellt,  welche  für 
die  nachfolgend  behandelten  Belastungsfälle  in  Betracht  kommen. 

Die  Funktionen  /^  und  h,  ihre  Derivierten  und  Integrale  sind 
durchweg  mittels  der  Potenzenreihen  mit  8-steUigen  Logarithmen  be- 
rechnet. Die  Funktionen  I^  und  I^  und  ihre  Derivierten  sind  von 
o  bis  20  mittels  Potenzenreihen  ebenfalls  logarithmisch,  von  20  an  auf- 
wärts mittels  asymptotischer  Ausdrücke  mit  dem  50  cm  Rechenschieber 
ermittelt.  Die  Integrale  I^  d'S,  und  \  I^  d'3i  sind  im  ganzen  Inter\all 
nach  den  asymptotischen  Formeln  bestimmt.  Der  Einheitlichkeit  wegen 
sind  den  Integralen  j  /^  dH  und  A  d7i,  die  sich  aus  den  Potenzen- 
reihen konstanten  frei  ergeben,  die  der  asymptotischen  Darstellung  an- 
haftenden Konstanten  (o, — i),  hinzugefügt  worden. 

Bei  mehreren  Argumenten  wurden  die  numerischen  Ergebnisse  der 
Potenzen  reihen  und  der  asymptotischen  Formeln  durcheinander  kon- 
trolliert. 

Der  Verlauf  der  Funktionen  ly  .. .  T^,  ihrer  Derivierten  und  ihrer 
Integrale  ist  auf  den  Kurvenblättem  i  bis  4  graphisch  veranschaulicht. 
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Tafel  I. 


Koeffizienten  zu  den  /-Funktionen. 


P     V- 


X«     X» 


i!3!   3!5'-   5!?!   7!9!   9!  "! 


+ 


etc. 


Log  — - — -  ==■  1,221.848.749.62 
Log  -^  =  3,142.667.503.57 
Log  -j^  =  6,218.388.217.51 


Log  ;;-;— i  =  10,737.806.430.68 


I 

7T9! 

Log  — ^  =14,839.081.249.1 


Log  ^^,    =  18,604.563.965.6 


Log 


13! 15! 


22,089.220.072.5 


Log  ^^77^  =  27,332-43i-874 


Log 
Log 


17! 19! 
I 


32,363.836.864 
37,206.561.467 


19! 21 ! 

^°e  " -TTTi  =  43,879-161.66 
21 ! 23 ! 

Log     \         y  =  48,396.859.89 


)!2!"^2!4!   4!6!''~6!8!   8!  lo! — 


+ 


etc. 


Log  -—  =  1,698.970.004.34 
Log  ^^  =  i,3 18.758.762.63 

Log  -771  =  5,762.456.261.86 
4!  6! 

Log  ^jgj  =  8,537.146.980.13 

Log  gy^  =12,834.716.443.7 

Log  -Q  j^  =  16,759.900.003.0 


L^S  7:;TT7i  =  20,379.254.683.8 

12.  1 4- ' 


Log 


14!  16! 


25,738.972.054 


^''Sr6TTF!=3°,873.039.386 


Log 
Log 


18! 20! 
I 


=  35,807.534.364 


20! 22! 


=  40,563.108.79 


L°ß  oot„.t  =  *5,«  56.527-74 

22! 24! 


Tafel  2. 
Koeffizienten  zu  den  /-Funktionen. 

/,.LognatI+-f  1  +  1,333.333.333.33  -^-7  —2,616.666.666.666  -^  +3,376.190.476.190  -^ 
L  ' ^ '  3-5-  5'7' 

X'  JIO  vij 

—  3,921.825.396.825  -:--  +4,348.845.598.845-; i  —4,700.011.100.011—= 

I  •"  •  <)\  ii\  11!  13! 

+  4,998.362.748.362  -1-—-  5,257.781.515.868  -^  +  5,487.292.179.783  ^^, 
jj*  'j-'Z-  17' 19! 

JSO  JK  X'i 

-  5,693.098.361.905  ^^^  +  5,879.650.215.848  j^y— j  —  6,050.249.688.839  -~r^ 
1 etc.]  -  (a/i  -  b/j) 


Log  1,333.333.333.333  =  0,124.938.736.6 

Log  2,616.666.666.666  =  0,417.748.401,8 

Log  3,376.190.476.190  =  0,528.426.939.2  3 

Log  3,92 1.825.396.825  =  0,593.488.254         a  -  -  -  2  y  =  0,345.568.670.2 

Log  4,348.845.598.845  =  0,638.373.990 

Log  4,700.011.100.011  =0,672.098.886 

Log  4,998.362.748.362  =  0,698,827.770 

Log  5,257.781.515.868  =  0,720.802.532 

Log  5,487,292,179.783  =  0,739.358.08 

Log  5,693.098.361.905  =  0,755.348.69 

Log  5,879.650.215,848  =  0,769.351,49 

Log  6,050.249.688,839  =  0,781.773.30 


b=- 

2 

=  1,570.796.326.8 

Loga 

=  ^538.534.36 

Logb 

=  0,196.119.87 

—  -  +  0,000.000.000,000  ^  —2,083.333.333.333  ^y-J  +3,033.333.333.333 


4!  6! 

—  3,667.857.142.857  ^  +4,146.825.396.825^^—4,532.178.932.178-^^^, 

+  4,854.773.004.773  —r^,  —  5,132.291.319.790 ^V76!  -^  5,375.837.071.424 Y^^ 

.?"  F'  1'2* 

-  5,592.847.735.339  70T— 7  +  5,788.552.907.359  — r— 7  —  5,966,771.427.969   ■ 


18! 20!  '  ^"—•'^-'-'•"^20! 22!     ^^^--""•^-"^^'^j^r^i 

it etc.  —  (b/i  +  a/,) 

Log  2,083.333.333,333  =  0,318.758,762.6 

Log  3,o33.333.333-333  =  0,481,920.138 

Log  3,667.857,142.857  =  0,564,412,413         a  =  -  —  2 y  =  0,345.568.670,2 

Log  4,146.825.396.825  =  0,617,715.748 

Log  4,532.178,932,178  =  0.656,307.046         b  =  -     =1,570.796.326.8 

Log  4,854-773004.773  =^  0,686.168,928 

Log  5,132.291.319,790  =  0,710.311.299 

Log  5,375.837-071.424  =  0,730.446.098         Logo     =1,538.534.36 

Log  5,592.847.735.339  =  0,747.632.99  Logb     =0,196.119.87 

Log  5,788.552.907.359  =  0,762.570.01 

Log  5,966.771.427.969  =  0,775.739.40 


und  4. 


Tabelle  der 


Argu- 

Funktionen 

Deri- 

ment 

3e 

/. 

h 

/s 

/. 

dl, 
dli 

0 

0 

0 

+  1 

—  00 

0 

0,6 

-    0,059.820.077 

-    0,295.504.499 

+  0,666.581.45 

- 1,328.994.50 

- 

0,198.800.77 

1,1 

-    0,201.636.122 

-    0,522.363.967 

+  0,493.511.61 

-0,519.122.25 

- 

0,359.288.19 

1,6 

-    0,417-592.17 

-    0,715.272.56 

+  0,369.654.42 

-0,233.993.18 

- 

0,510.681.69 

2,2 

-    0,774.318.28 

-    0,881.140.52 

+  0,264.023.51 

-0,081.634.08 

- 

0,674.687.96 

2,75 

-     1,181.697.58 

-    0,950.792.52 

+  0,194.564.49 

-  0,015.872.46 

- 

0,802.683.62 

3,2 

-     1,562.800.48 

-    0,936.633.28 

+  0,151.468.43 

+  0,012.811.7 

- 

0,887.936.04 

3,8 

-     2,122.019.0 

-    0,802.294.03 

+  0,107.975.9 

+  0,032.337.3 

- 

0,969.632.86 

4,4 

-     2,718.019.1 

-    0,519.675.3 

+  0,076.202.3 

+  0,040.067.2 

- 

1,009.643.57 

5,0 

-     3,324-233-3 

-    0,074.000.4 

+  0,052.905.0 

+  0,041.567.0 

- 

1,002.883.85 

5,5 

-     3,816.058.8 

+    0,430.106.2 

+  0,038.282.8 

+  0,040.248.1 

- 

0,958.293-99 

6,2 

-     4,447-125.47 

+     1,347-037.2 

+  0,023.247.4 

+  0,036.551.9 

- 

0,831.977.32 

6,3 

-     4,529-1 17-51 

+     1,498.447.7 

+  0,021.512.0 

+  0,035.806.2 

- 

0,807.593.79 

7,4 

-     5,228.487.3 

+    3,499.423-8 

+  0,007.479.8 

+  0,028.239.5 

- 

0,430.292.34 

8,3 

-     5,418,601.1 

+    5,574-895-9 

+  0,000.939.3 

+  0,022.298.3 

+ 

0,030.962.45 

8,6 

-     5,382.050.3 

+    6,346.889.6 

-  0,000.567.8 

+  0,020.472.8 

+ 

0,215.326.48 

9,8 

-     4,614.727-4 

+    9,770-531-4 

-0,004.315.7 

+  0,014.130 

+ 

1,102.832.72 

11,0 

-     2,645.684.6 

+  13,564.400 

-  0,005.703 

+  0,009.293 

+ 

2,213.676.0 

12,5 

+     1,878.913.0 

+  18,371.756 

-0,005.751 

+  0,005.045 

+ 

3,859-979-4 

13,75 

+     7,643-115 

+  21,923.576 

-0,005.144 

+  0,002.704 

+ 

5,377.549.9 

14,0 

+     9,026.438 

+  22,534.835 

-  0,004.982 

+  0,002.335 

+ 

5,689.250.3 

17,5 

+  36,356-278 

+  24,209.814 

-  0,002.708 

-0,000.471 

+ 

9,752.810 

21,0 

+  74,361.594 

+    2,899.758 

-0,001.097.7 

-0,000.971.5 

+ 

11,279.707 

24,5 

+108,570.728 

-  54,861.183 

-0,000.274.7 

-  0,000.782.6 

+ 

7,032.697 

28,0 

+  113,281.25 

-155,532.55 

+  0,000.068. 1 

-  0,000.486.2 

- 

6,008.739 

31,5 

+  54,116.46 

-291,288.04 

+  0,000.166.5 

-  0,000.250.3 

- 

29,591.673 

35,0 

-105,506.85 

-433,344.24 

+  0,000.161.1 

-  0,000.098.7 

- 

63,040.19 

38,5 

-394,000.95 

-527,702.25 

+  0,000.120.9 

-  0,000.019.0 

-102,205.98 

42,0 

-818,053.19 

-495,201.64 

-I 

38,740.94 

45,5 

-1.347,425.37 

-237,615.55 

-1 

59,921.09 

■ 

/-Funktionen, 
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1 
vierten 

Integrale  * 

dl. 

dl, 
d^ 

dl, 

dH 

jV,./3e 

jV.^x 

\l,dli 

I 
2 
-    0,477.537-48 

n 

4 
-0,416.033.13 

+  » 
+2,959.739.32 

0 

-  I 

.T 
2 

(l-27)  +  Q0 

-    0,424.798.20 

-0,291.068.09 

+0,865.979.26 

-    0,341.892.25 

-0,209.666.70 

+0,375.617.21 

-     0,224.65 

-  1,603.03 

-0,578.80 

-0,106.34 

-    0,204.250.94 

-0,146.901.75 

+0,165.682.26 

-    0,043.788.12 

-0,107.958.88 

+0,083,291.59 

+    0,109,917.49 

-0,084.625.36 

+0,047.342.15 

-     1,728.04 

-  3,024.17 

-0,188.66 

-0,219.38 

-i-    0,342,889.54 

-0,061.646,84 

+0,020.636.05 

+    0,603.289.21 

-0,045.154-97 

+0,006.603.2 

+    0,885.398,74 

-0,033,152,76 

-0,000,810.6 

+     1,132.473.13 

-0,025.620.97 

-0,004,141.7 

-f     1,488.506,92 

-0,017.794.56 

-0,006.350.5 

i     i.,539.734.22 

-0,016.882,81 

-0,006,514.3 

-    11,226.8 

-  3,310.3 

+0,028.22 

-0,107.16 

+     2.093.877.14 

-0,009.304,43 

-0,006.898.5 

+     2,509.868.0 

-0,005,379.6 

-0,006.338.7 

•f     2,635.447.0 

-0,004.567.3 

-0,005.927.5 

-    23,075.30 

+  5,225.26 

+0,047-354 

-0,042.820 

+     3,042.029.0 

-0,001.940.4 

-0,004.640^1. 

+     3,240.247.3 

-0,000.517.8 

-0,003.450.4 

-   33,669.55 

+  28,823.80 

+0,037.469 

-0,008.026 

+     3,085.116.3 

+0,000.327.9 

-0,002.269.0 

+     2,526.079.2 

+0,000,604.9 

-0,001.534,6 

+     2,360.864.7 

+0,000.633.8 

-0,001.412.9 

-    26,717.88 

+  83,620.06 

+0,020.060 

+0,007.628 

-     2,095.850 

+0,000.580,1 

-0,000.361.8 

+   48,507.8 

+169,962.0 

+0,006.765 

+0,009.752 

-  10,753.709 

+0,000.333.3 

-0,000.001.5 

+  240,649.5 

+226,262.0 

+0,000.312.7 

+0,006.951.8 

-  22,595.842 

+0,000.152.8 

+0,000.083.3 

+  565,063 

+147,465 

-0,001.899.1 

+0,003.795.0 

-  34,590.982 

+0,000.054.2 

10,000.079.4 

+  969,97 

-208,42 

-0,002,165.5 

+0,001.579.5 

-  41,634.540 

+0,000.008.54 

+0,000.054.69 

+1283,60 

-983,02 

-0,001.709.4 

+0,000.315.7 

-  36,970.02 

-0,000.008,80 

+0,000.031.90 

-  13,151.16 

-0,000.012.40 

+0,000.015.94 

+  36,463.87 

+115,776.86 

1       (*)  Nach  den 

asymptotischen 

Formeln  bered 

inet. 

Kegel  «  =  29^03'  12". 
^  =  50  mm.     0=1500  mm. 


Elementare  Belastu7igsf'dlle. 


D  u  b  o  i  s ,  Festigkeitsberechnungen. 
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Zahlentafel  41. 

Ebene  Platte  mit  zentraler  Öffnung   1:5.     Konstanter  Oberflächendruck. 
Stützung  am  Aussenrande.    Innenrand  frei.    Aussenrand  frei  aufliegend. 

//=5,oocnT,    C,  =  — 10.661,7  — ;    C^  = —5.335.892,04-;    «  =  0,043.68% 

4  o  zt 


X 

X 

y 

^^y^max 

'>-<, 

Z 

cm 

t 
E 

p 

E 

/ 

/ 

P 

15,0 

-  197,45 

+  59,24 

0,00 

+  493,75 

0 

0 

0,00 

25,0 

-  114,80 

-  19,64 

+  148,58 

+  331,55 

0 

0 

-  1,60 

35,0 

-    90,31 

-  34,30 

+  168,65 

+  276,35 

0 

0 

-2,86 

45,0 

-    77,78 

-31,82 

+  151,52 

+  239,95 

0 

0 

-4,00 

55,0 

-    68,67 

-21,19 

+  114,80 

+  206,20 

0 

0 

-5,09 

65,0 

-    60,12 

-    5,09 

+     63,55 

+  169,45 

0 

0 

-6,16 

75-0 

-    51,43 

+  15,42 

0,00 

+  128,55 

0 

0 

-7,20 

(Formeln  auf  Seite  53) 


(Vergl.  Kurvenblatt  41) 


Zahle7itafel  42. 

Volle  ebene  Platte.     Konstanter  Oberflächendruck. 
Aussenrand  gestützt  und  frei  aufliegend. 

>4  =  5,oocm;    Cj  =  — 14.278,7  — ;    C^  =  o\    «  =  0,043.68  4r 

4  E 


X 

^ 
^ 

^' 

^■^•^max 

^y^max 

•'0 

'"'.'0 

T 

cm 

P 
E 

E 

/ 

/ 

P 

0,0 

-  77,98 

-77,98 

+  278,60 

+  278,60 

0 

0 

0,00 

15,0 

-76,73 

-  74,27 

+  267,20 

+  271,95 

0 

0 

-1,50 

30,0 

-  73,05 

-63,24 

+  233,90 

+  252,85 

0 

0 

-3,00 

45,0 

-  66,93 

-  44,80 

+  178,28 

+  220,80 

0 

0 

-4,50 

60,0 

-  57,34 

-  18,99 

+     99,40 

+  173,25 

0 

0 

-  6,00 

75,0 

-47,23 

+  14,17 

0,00 

+  118,03 

0 

0 

-7,50 

(Formeln  auf  Seite  53) 


(Vergl.  Kurvenblatt  42) 


159 


Zahlentafel  4J. 

Ebene  Platte  mit  zentraler  Öffnung   1:5.     Konstanter  Oberflächendruck, 
Stützung  am  Aussenrande.    Innenrand  frei.    Aussenrand  eingespannt. 


5,00  cm;    Cj  =  —  1.892,1  — ;    6*2 
4 


1.671.630,0— ;    «  =  0,043.68 


X 

X 

y 

Oxz 

^^i/^mai 

^-0 

^Vo 

r 

cm 

p 

E 

P 
E 

/ 

P 

/ 

15,0 

-60,53 

+  18,16 

0,00 

+  151,35 

0 

0 

0,00 

25,0 

-  34,89 

-    3,77 

+   39,10 

+  98,98 

0 

0 

-  1,60 

35,0 

-  26,17 

-    2,75 

+   29,12 

+   74,14 

0 

0 

-2,86 

45,0 

-  20,02 

+    6,19 

-      0,49 

+  49,89 

0 

0 

-4,00 

55,0 

-  14,07 

+  20,08 

-  43,57 

+    22,12 

0 

0 

-5,09 

65,0 

-    7,49 

+  38,07 

-  98,40 

-    10,80 

0 

0 

-6,16 

7S,o 

0,00 

+  59,76 

-164,15 

-   49,26 

0 

0 

-7,20 

(Formeln  auf  Seite   53) 


(Vergl.  Kurvenblatt  43) 


Zahlentafel  44. 

Volle  ebene  Platte.     Konstanter  Oberflächendruck. 

Aussenrand  gestützt  und  eingespannt. 

a  p 

>4  =  5,oocm;    Cj  =  — 5.625,0  — ;    C^  =  o\    0  =  0,043.68  — 

4  -^ 


X 

X 

^' 

•'^■^max. 

^y^max 

^■'•0 

^Vo 

r 

cm 

P 
E 

E 

/ 

P 

P 

0,0 

-30,71 

-30,71 

+  109,68 

+  109,68 

0 

0 

0,00 

15,0 

-  29,48 

-  27,03 

+   98,53 

+  103,25 

0 

0 

-1,50 

30,0 

-  25,80 

-  15,97 

+   65,14 

+     84,02 

0 

0 

-3,00 

45,0 

-  19,66 

+    2,46 

+      9.45 

+     51,97 

0 

0 

-4,50 

60,0 

-  1 1 ,06 

+  28,26 

-  68,53 

+       7,09 

0 

0 

-6,00 

75,0 

0,00 

+  61,43 

-168,80 

-     50,64 

0 

0 

-7,50 

(Formeln  auf  Seite  53) 


(Vergl.  Kurvenblatt  44) 


i6o 


Zahlentafel  4^. 


Ebene  Platte  mit  zentraler  Öffnung   1:5.     Konstanter  Oberflächendruck. 
Stützung  am  Innenrande.     Innenrand  vollkommen  eingespannt. 

Aussenrand  frei. 

h  =  5,00  cm  ;     Cj  =  -f- 88.089,0  — ;     C„  =  —  8.692.600,0—  ;    a  =  0,043.68-^ 


X 

X 

J' 

Oxz 

^'V^max 

^0 

Gy 

»0 

T 

cm 

P 
E 

E 

/ 

/ 

P 

15,0 

0,00 

+301,60 

-  828,58 

-  248,60 

0 

0 

+  36,00 

25,0 

+  74,41 

+110,45 

-  364,75 

-  295,44 

0 

0 

+  20,00 

35,0 

+  73,58 

+  41,62 

-175,00 

-  236,45 

0 

0 

+  12,57 

45,0 

+  62,40 

+  8,60 

-  75,04 

-178,50 

0 

0 

+  8,00 

55,0 

+  50,96 

-  7,15 

-  22,37 

-  134,10 

0 

0 

+  4,73 

65,0 

+  41,32 

-  12,91 

+   1,40 

-  102,90 

0 

0 

+  2,15 

75,0 

+  34,34 

-  10,30 

0,00 

-  85,83 

0 

0 

0,00 

(Formeln  auf  Seite  53) 


(Vergl.  Kurvenblatt  45) 


Zylinder. 


Dubois.  FestiÄkeitsberechnungen.  11 
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Empirische  Formeln. 


i66 


Tafel  4g. 


Kegel    mit    zentraler   Bohrung   1:5;    konstanter   Oberflächendruck;    Stützung 
am  Aussenrande.    Innenrand  frei.    Aussenrand  frei  aufliegend. 


Grösste  totale  Meridianspannung 

in  Nähe  der  Erzeugendenmitte.    Aussenseite  der  Schale. 

Druck. 

X^  I 

max.  tot.  a  =  —  /  — =i^=^=rrrr^ s — 


V'c 


-   168,65 
12  (l  —V'') 


75' 


=  —  0,068.66 


Kegelreihe  mit  r^  - 

=  75  cm,  h  = 

5  cm 

X, 

t      2 

CT  tang  a 

a 

tanga 

tang2  a 

max.  tot.  u^ 

P 

0 

0 

0 

-168,65/ 

0 

0 

60  17' 37" 

0,110.3 

0,012.17 

-158,50 

5,5 

-    1,9285 

iSOoo'oo" 

0,268.0 

0,071.82 

-  HO, 10 

13,75 

-    7,903 

29O03'  12" 

o,555-5 

0,308.58 

-    70,80;^ 

31,50 

-  21,840 

Grösste  totale  Tangentialspannung 
in  Nähe  der  Erzeugendenmitte.    Innenseite  der  Schale. 

Zug. 


max.  tot.  CT 


=  +P 


>/«a:|4-^:t^4.,tang«a 


Vc 


493,75 


12(1-0^ 


Kegelreihe  mit  rgs 

=  75  cm,  /i  = 

5  cm 

X.,- 

.          2 

CT  tang  a 

a 

tang  a 

tang-  a 

max.  tot.  CT 

/ 

0 

0 

0 

+  493,75/ 

0 

0 

60  17' 37" 

0,110.3 

0,012.17 

+ 162,40 

5,5 

+    1,976 

iSOoo'oo" 

0,268.0 

0,071.82 

+  107,15 

13,75 

+    7,696 

290  03' 1 2" 

0,555.5 

0,308.58 

+    72,33/ 

31,5 

+  22,315 

i67 


Tafel  4g  a. 


Kegel   mit   zentraler  Bohrung   1:5;    konstanter   Oberflächendruck;    Stützung 
am  Aussenrande.    Innenrand  frei.    Aussenrand  frei  aufliegend. 


Grösste  totale  Tangentialspannung 
am  Innenrande,  Aussenseite  der  Schale. 

Druck. 


max.  tot.  CT 


x|(«X2  +  ^.V/'^  +  0      I 


y 


m\\-\-n\-\-\        tang^a 


Kegelreihe  mit  r^  - 

=  75  cm,  h  = 

5  cm 

\, 

/(X2) 

a 

tanga 

tang-  a 

max.  tot.  CT 

aussen 

CT  tang-  a 

P 

0 

0 

0 

-493,75/ 

0 

0 

60 17' 37" 

0,110.3 

0,012.17 

-321,67 

5,5 

-3,913 

15O00'  00" 

0,268.0 

0,071.82 

-    51,89 

13,75 

-  3,728 

29O03'  12" 

0,555.5 

0,308.58 

+      7,80/ 

31,50 

+  2,407 

493,75 


12(1 -,.2^^ 


—  0,201.0 


i68 


Tafel  50. 


Kegel    bis    zur   Spitze    geschlossen;    konstanter   Oberflächendruck;    Stützung 
am  Aussenrande.     Aussenrand  frei  aufliegend. 


Grösste  totale  Meridianspannung 

in  Nähe  der  Erzeugendenmitte.    Aussenseite  der  Schale. 

Druck. 

XI  I 


max.  tot.  a 


^at{-\-b\^c  tang^a 


278,60 


Vc 


I2(l-,.2)75 


-  =  —0,1133 


Kegelreihe  mit  r^  - 

=  75  cm,  A  = 

5  cm 

1, 

/(X2) 
.       2 

0  tang  a 

a 

tang  a 

tang- a 

max.  tot.  0^ 

P 

0 

0 

0 

-278,60/ 

0 

0 

60  17' 37" 

0,110.3 

0,012.17 

-  186,20 

5,5 

-    2,267 

iSOqo'oo" 

0,268.0 

0,071.82 

-116,50 

13,75 

-    8,368 

29O03'  12" 

0,555.5 

0,308.58 

-    74,12/ 

31,5 

-  22,870 

Grösste  totale  Tangentialspannung 
in  Nähe  der  Erzeugendenmitte.    Innenseite  der  Schale. 

Zug. 


max.   tot.  a         =/ 


t\ 


Vali\-\-b\-\-c  tang^a 


278,60 


,2(1-^2)^ 


2  — o,"33 


Kegelreihe  mit  rj  =  75  cm,  //  =  5  cm 

X« 

/(X2) 
CT  tang^  a 

a 

tang  a 

tang^  a 

max.  tot.  Oy 

P 

0 

60  17' 37" 
1 5O  00'  00" 
29O0;)'  12" 

0 

0,110.3 
0,268.0 
o,555-5 

0 

0,012.17 
0,071.82 
0,308.58 

+  278,60/ 
+  161,70 
+  1 1 3,08 
+    76,57/» 

0 

5,5 
13,75 
31,5 

0 
+     1,968 
+    8,122 
+  23,620 
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Tafel  5/. 


Kegel   mit   zentraler    Bohrung   1:5;    konstanter  Oberflächendruck,    Stützung 
am  Aussenrande.    Innenrand  frei.    Aussenrand  vollkommen  eingespannt. 


Grösste  totale  Meridianspannung 

am  Aussenrande,  Innenseite  der  Schale. 

Druck. 


max.  tot.  CT 


-/ 


VAri-{-B  X^Vs  -I-  c  J://3  -j-  D  tang  2  a 


Kegelreihe  mit  r^  =  75  cm,  ^  =  5  cm 

^2 

CT  tang^  a 

a 

tang  a 

tang^  a 

max,  tot.  CT 

innen 

/ 

0 

60  17' 37'' 
15O00'  00" 
29O03'  12" 
90O 

0 

0,110.3 
0,268.0 
o,555-5 

CO 

0 

0,012.17 
0,071.82 
0,308.58 

00 

-164,15/ 

-in,33 

-  65,53 

-  43,32 

-  30,51/ 

0 

5,5 
13.75 
31,5 

00 

0 

-  1-355 

-  4,707 

-  13,370 

-  00 

—  30,51 


v^ 


21/3(1-^2) 


75 


=  —0,6157; 


164,15 


Vi) 


I2(l-V^-)1^ 


=^  — 0,066.82 


Grösste  totale  Tangentialspannung  ' 

am  Innenrande,  Aussenseite  der  Schale. 

Druck. 


max.   tot.  CT  = 


Xa-fwX^-l-l 


tan?  2  a 


Kegelreihe  mit  r^  =  75  cm,  /^  =  5  cm 

^2 

/(X2) 
CT  tang^  a 

P 

a 

tang  a 

tang- a 

max.  tot.  CT 

aussen 

0 

60  17'  37" 
1 50  00' 00" 
29O03'  12" 
90O 

0 

0,110.3 

0,268.0 

o,555-5 

00 

0 

0,012.17 
0,071.82 
0,308.58 

00 

-151,35/ 
-113,98 

-  23,27 

-  0,10 

-  3,00/ 

0 

5,5 
13,75 
31,5 

00 

0 

-  1,387 
-1,671 

-  0,03 1 

-  00 

3,00 


2>TÖ'-»'^)y 


=  —  0,0605  ;  —  c  = 


-  151,35 

12(1  — »»2)75^ 
5' 


■0,061.62 
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Tafel  52. 


Kegel  bis  zur  Spitze  geschlossen;    konstanter  Oberflächendruck;    Stützunj 
am  Aussenrande.    Aussenrand  vollkommen  eingespannt. 


Grösste  totale  Meridianspannung 

am  Aussenrande,  Innenseite  der  Schale. 

Druck. 

max.  tot.  a         =  —  /     ,  ^ — 

innen  V^^X^H-  ^  X^  V»  +  ^  V^^*  +  ^  '^"^    " 


Kegelreihe  mit  r^  ■- 

=  75  cm,  h  = 

5  cm 

X, 

0  tang^  a 

a 

tang  a 

tang2  a 

max.  tot.  a 

innen 

P 

0 

0 

0 

-168,80/ 

0 

0 

60  17' 37" 

0,110.3 

0,012.17 

-113,34 

5,5 

-    1,379 

15O00'  00" 

0,268.0 

0,071.82 

-    67,20 

13,75 

-    4,826 

29O03'  12" 

o,555-5 

0,308.58 

-    44,05 

31,5 

-13,590 

90O 

00 

00 

-    30,66/ 

00 

-  00 

—  30,66 


^^  2^3(1-^2)^ 


0,6,84;  -^= 


168,80 


I2(l-,/2)7^ 


=  —  0,068.72 


Grösste  totale  Tangentialspannung 
in  Nähe  der  Erzeugendenmitte,  Aussenseite  der  Schale. 
Druck. 


max.  tot.  a 


-P 


|/./f  X|  +  B\^l^  +  C\^t%  -f  D  tang  2  a 


—      —  '5,79 


^^     ^yfJi^^^)^ 


0,3186;  — 


109,68 


Kegelreihe  mit  r^  = 

=  75  cm,  //  = 

5  cm 

h 

/(X2) 
a  tang^  a 

P 

a 

tang  a 

tang^  a 

max.  tot.  0 

aussen 

0 

0 

0 

-  109,68/ 

0 

0 

6"  17' 37" 

0,110.3 

0,012.17 

-     50,80 

5,5 

-0,618 

15O00'  00" 

0,268.0 

0,071.82 

-     28,08 

13,75 

-2,017 

29O03'  12" 

o,555-5 

0,308.58 

-     19,40 

31,5 

-  5,986 

90O 

00 

00 

-    '5,79/* 

00 

-    QO 

^/D 


12  (i— f^) 


75' 


=  —  0,044.65 


lyi 


Tafel  S3' 


Kegel   mit   zentraler  Öffnung    1:5;    konstanter   Oberflächendruck;    Stützung 
am  Innenrande.    Innenrand  vollkommen  eingespannt.    Aussenrand  frei. 


Grösste  totale  Meridianspannung 

am  Innenrande,  Aussenseite  der  Schale. 

Zug. 


max.  tot.  a  =  ~1"^ 

aussen 


^/Xl+I 


tansr^a 


Kegelreihe  mit  r^  = 

=  75  cm,  hr=  ( 

,  cm 

X, 

a 

tanga 

tang-  a 

max.  tot.  CT 

X 

aussen 

CT  tang  a 

0 

0 

0 

+  828,58;» 

0 

0 

60  17' 37" 

0,110.3 

0,012.17 

+  587-35 

5,5 

+    7,148 

15O00'  00" 

0,268.0 

0,071,82 

+  284,06 

■3,75 

+  20,410 

29O03'  12" 

o,555-5 

0,308.58 

+  151,12 

31,5 

+  46,630 

90O 

CO 

00 

+     61,07/ 

00 

+  00 

+  61,07 


2}/3(l-v2)^ 


1,23^ 


d  = 


+  828,58 


,2(1 -,.2)^ 


+  0,3373 


Grösste  totale  Tangentialspannung 
am  Innenrande,  Aussenseite  der  Schale. 


max.  tot.  CT 


=  +/ 


Zug. 

^  2  («  ^2  +  '^^2'''  +  '  ^2'''^  +  d)  I 

mli\-\-\  lang*« 


Kegelreihe  mit  r^  = 

=  75  cm,  /'  =  5  cm 

X, 

CT  tang^  a 

max.  tot.  CT 
y 
aussen 

a 

tang  a 

tang*  a 

P 

0 

0 

0 

+  297,20  ;^ 

0 

0 

60  17' 37" 

0,110.3 

0,012.17 

+  200,70 

5,5 

+    2,442 

i50oo'oo" 

0,268.0 

0,071.82 

+    89,30 

13,75 

+    6,414 

29O03'  12" 

o,555-5 

0,308.58 

+    45,30 

31,5 

+  13,977 

900 

00 

00 

+    18,32/ 

00 

+    00 

+ 18,32 


VsO 


^,^ 


■=  +0,369.7;  d= 


+  297,20 

12(1-1^2)7^ 


=  -{-  0,121.0 


I. 
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II. 

Elementarfälle. 

Kegel  «  =  29**  03'  i  2" 
(D  =  1500  mm.    /i  =  50  mm. 


A-e^ae  -e^'^  V£  " 


J?/c/re  /?=  SS'%'  Vi^ffAm'  =  rsco''^- 


KuryenM*^  6g  . 


m^ 
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r     1      1 

1 

III. 

Zusammengesetzte  Fälle. 

Kegel  a  =  29^03'  12". 
0  =  1500  mm.    A  z=z  50  mm. 


^gjv 
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IV. 

Kegel  a=  is'^oo'oo". 
0  =  1500  mm.    h  =  50  mm. 


I 


y\  (T  //tnc/* 


fe'Äi- 


I  <»«^i>%.  f0i.tst?o  74, 


A'eoe/  Ais     zur  ^'>2f     oese/7/assef>. 


S^"^.  ^s  t^oo  Ti^ 
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V. 

Kegel  a  =  ö*'  17'  37". 
CP  =^  1500  mm.    /i  =  50  mm. 
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VI. 

Zylinder. 
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